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Résumé

Notes de cours sur le comportement des fonctions plurisousharmo-
niques au voisinage des points ou elles prennent la valeur —oo. Ecole
CIMPA de Ziguinchor, Sénégal, 20/11/2017 — 2/12/2017.

Un exemple type de fonction plurisousharmonique (psh) est la fonction
u =log|f], ou f est une fonction holomorphe, et au comportement de f au
voisinage de I’ensemble de ses zéros Z; correspond dans le cadre général le
comportement d’une fonction plurisousharmonique u au voisinage des points
ou u = —o0, points que 'on appelle singularités de u.

Considérées au sens des distributions, les fonctions log |f| jouent le role
de potentiels relativement aux ensembles Z;. Dans le cas le plus simple ou
f est une fonction holomorphe, le passage f +— Z; se réalise en appliquant
lopérateur de Laplace a log|f|, ce qui fournit une mesure supportée par
Zy et de densité égale a la multiplicité de la fonction le long de la compo-
sante correspondante de son ensemble de zéros. L’étape suivante consiste a
interpréter I'objet ainsi construit comme le courant d’intégration [Z;] (les
multiplicités étant prises en compte). Cette approche fonctionne également
dans le cas général. En 1957, Pierre Lelong a prouvé que la mesure trace
d’un courant positif fermé possede une densité en tout point de son sup-
port. Les principaux objets d’étude étaient les courants d’intégration sur des
variétés analytiques ; dix ans plus tard, on a montré que les densités dans ce
cas coincidaient avec les multiplicités de ces variétés, et on les appelle depuis
nombres de Lelong | ]. La notion s’est révélée d'une grande importance.
Elle réalise en particulier un puissant lien entre les objets analytiques et
géométriques de l'analyse complexe moderne. Voir le point de vue de P. Le-
long sur le sujet dans | 1, [ ]; une série de ses travaux afférents est
présentée dans | ].



Les développements ultérieurs dans ce domaine reposent sur la technique
des opérateurs de Monge-Ampere, la contribution majeure étant due a De-
mailly, voir | |. Parmi des applications diverses, mentionnons celles re-
latives a la géométrie algébrique et a la théorie des nombres.

Les exposés qui suivent proposent une introduction aux principaux as-
pects de la théorie des singularités des fonctions psh (singularités psh, pour
faire bref); ce que nous entendons par la est le comportement des fonc-
tions/courants au voisinage de leurs points singuliers plutot que la descrip-
tion des ensembles de points singuliers (bien que cette description entrera en
jeu dans le tableau). Nous sommes ici intéressés par diverses caractéristiques
de ces singularités, telles les nombres de Lelong et leurs généralisations (en
particulier ceux attachés a des courants positifs fermés), les indicatrices lo-
cales, les seuils log-canoniques et les interactions entre ces divers concepts.

Des notions de base sur les fonctions psh et les courants positifs sont
requises ; le lecteur peut se référer a [393], [ N 1,1 |, [H94],

[[K00a], [KI91], [Ko98], [Le69], | J
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1 Nombres de Lelong pour les fonctions psh

On introduit ici les nombres de Lelong pour les fonctions psh et leurs
propriétés élémentaires. Les sections 1.1 - 1.4 contiennent des résultats stan-
dard que l'on trouvera par exemple dans | , [ |, [H94], | ],
[ ]; pour les sections 1.5 et 1.6, voir [[K91] et | ] respectivement.

1.1 Fonctions psh

Du fait que l'on traitera principalement de situations locales, nous nous
restreignons aux fonctions dans les domaines de C". Durant tout l'exposé, 2
sera un domaine borné de C" et u une fonction plurisousharmonique (psh)
dans €, c¢’est-a-dire une fonction semi-continue supérieurement de €2 dans
[—00, +00o[ dont la restriction & toute droite complexe L est sous-harmonique



dans Q2 N L. La classe des fonctions psh dans Q est notée PSH(S2). Toute
fonction psh est localement intégrable et la topologie de PSH(2) est induite
par la L}, -convergence (ou, de mani¢re équivalente, la convergence faible sur
les fonctions continues — ou C*° — & support compact).

Notation 1.1.1 Pour tout » > 0 et p € N, on pose :
B.(z) ={x € C":|z| <r}, S,(z) = IB,(z), B, :=B,(0), S, := S,(0);
7, = 7P /p! est le 2p-volume de la boule unité dans CP;
wy, =277 /(p — 1)! est le (2p — 1)-volume de la sphere unité dans C?;
dS est la mesure de Lebesgue sur les hypersurfaces réelles lisses de C™.

1.2 Définition du nombre de Lelong et propriétés
élémentaires

Notation 1.2.1 Soit u € PSH(Q2), z € Q, et t < logdist (x,0f2), on note
A(u,x,t) = sup{u(z) : z € Bt ()},

qui est aussi le maximum de u sur S, et
Mu,z,t) = w, ! / u(z + ze") dS(z).
S1

Quelques points standard de la théorie des fonctions psh :

Proposition 1.2.2 Soit u € PSH(2). Alors
(i) at fizé, les fonctions x — A(u,x,t) et x +— A u,x,t) sont continues et
psh en x ;
(i1) a x fizé, les fonctions t — A(u,x,t) et t — N u,x,t) sont convezes et
croissantes en t ;
(111) u(x) < Mu,z,t) < Au, x,t).

Du fait que les fonctions psh sont localement intégrables, on est en droit
d’appliquer la machinerie des opérateurs différentiels. Soit
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lopérateur de Laplace, alors Au est une mesure positive (qui est, & un facteur
constant pres, la mesure de Riesz of u considérée comme une fonction sous-
harmonique dans R?*"). On note

1
ou(x, 1) = 2—/ Au.
T JB,(2)

Proposition 1.2.3
ou(z,7)  OA(u,x,logr)

= 1.2.1
Tp_1r2n—2 dlogr ’ ( )

0/0logr étant entendue ici comme ['opérateur de dérivation a gauche.

Preuve. Elle repose sur la formule de Green. 0

Définition 1.2.4 Du fait que \(u, z,t) est convexe et croissante, le membre
de droite de (1.2.1) est une fonction croissante de r et il en est de méme pour
le membre de gauche, par conséquent la limite suivante existe

ou(z,T)

v(u,x) := lim (1.2.2)

r=0 T,,_qr2n—2’
et est le nombre de Lelong de u en x.

En d’autres temes, le nombre de Lelong de uw en x est la (2n — 2)-
dimensionnelle densité of la mesure de Riesz de u en x. Quand n = 1, il
s’agit précisément de la masse que la mesure de Riesz de u affecte au point
x.

D’autres représentations élémentaires de v(u,z) font intervenir le com-
portement asymptotique de u pres de x — plus précisément, la pente des
fonctions convexes A(u,z,t) et A(u,z,t) en —oo. A cette fin, nous avons
besoin d’un simple fait (que 1'on utilisera de maniere rététée par la suite) :

Lemme 1.2.5 (le lemme de la pente) Si g(t) est une fonction convexe crois-
sante sur un intervalle I C R, alors le tauxr de variation

g9(t) — g(to)

. toel,
t—to 0

croit en fonction de t.



Preuve. 11 s’agit d'un calcul direct. ([l

Théoreme 1.2.6 Pour toute fonction psh u,
Au, x,t)

A t

v(u,z) = lim Mu,z,) = lim ————=. (1.2.3)
t——o0 t t——o0 t

Preuve. Elle repose sur (1.2.1), (1.2.2), le lemme de la pente, et 'inégalité de

Harnack. O

Notons que u(x) = —oo n'implique pas v(u,z) > 0. Ceci a lieu si et
seulement si le comportement de u(z) au voisinage de x est controlé par
log|z — x| :

Corollaire 1.2.7

v(u, x) = liminf ul2)

m i m =sup{r > 0:u(z) <vlog|z—z|+O0(1), z = x}.

De plus, pour tout sous-domaine €)' CC € contenant x, il existe une constante
C telle que
u(z) <v(u,z)loglz —z|+C, z€Q. (1.2.4)

Preuve. La premiére ligne est juste une reformulation de (1.2.3). Pour prouver
la seconde assertion, prenons x = 0. Une fois effectué le changement d’échelle
z +— tz, t > 0, on peut supposer que B; C . Maintenant on choisit la
constante C' > 0 de maniere a ce que u(z) < C sur 0. Alors pour tout € > 0,
il existe un voisinage w de = dans lequel u < u' := (v(u,0) — €) log |z|; ceci
est en particulier vrai sur dw. On a donc u—C < o' sur 9, ou Q" := '\ w.
Du fait que la fonction «’ est une fonction psh maximale® dans I'ouvert Q”,
on en déduit © < v’ dans " et donc dans € tout entier. O

Les deux représentations dans le Théoreme 1.2.6 impliquent de jolies pro-
priétés du nombre de Lelong vu comme fonctionnelle sur les singularités psh.
On note PSH,, la famille de tous les germes de fonctions psh au point x.

Corollaire 1.2.8 Soit {uy} une collection finie de germes en x de fonctions

psh (u € PSH, ). Alors

v (Z uk,x> = Zu(uk,x)

k

1. On rappelle que u € PSH(D) est dite mazimale sur D si pour tout D' CC D, la
condition v < u sur D \ D’ pour v € PSH(D) implique v < u sur D tout entier.
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v <m]?X uk,a:) = mk@n v(ug, ).

Plus difficiles & obtenir sont la semicontinuité supérieure de la fonction
x +— v(u,x) et son invariance relativement au choix du systeme de coor-
données ; on prouvera plus loin ces résultats comme conséquence d’assertions
plus générales impliquant les nombres de Lelong généralisés relativement a
des poids psh.

Encore plus difficile a atteindre est le célebre théoreme d’analyticité de
Siu.

Définition 1.2.9 Pour u € PSH(Q2), on note

E(u)={ze€Q: v(u,z) >c}, >0,
les ensembles de niveaux supérieurs pour les nombres de Lelong.
Théoréme 1.2.10 (Siu) E.(T) est une sous-variété analytique dans SQ.

On repousse la preuve de ce résultat jusqu’au moment ot nous y serons
preéts.

1.3 Exemples
Les assertions suivantes se déduisent du Théoreme 1.2.6.
a) Siu(z) =loglzl, alors v(u,0) = 1.

b) Soit u(z) = log|f(2)], ou f : 2 — C est une fonction holomorphe avec
f(z) = 0. Alors v(u,x) = m, la multiplicité (ordre d’annulation) de f
en z (le degré minimal des monémes figurant dans le développement
de Taylor de f au voisinage de ).

c) Si f=(fi, - fm): Q@ — CV est une application holomorphe avec
[(@) = 0, et u(=) = log |£(2)] = 3log 3, | ful=)P, alors

viu,x) = rnkin my,

ou les my, sont les ordres d’annulation (multiplicités) en x des compo-
santes fj de I’application holomorphe f.



1.4 Nombres de Lelong de tranches et pull-backs

Fixons z € Q. Etant donné y € C" \ {0}, soit L la droite complexe
¢ — x + Cy et soit u, la restriction de u a Q, = QN L (la tranche de u sur
L):

uy(C) = u(x + Cy) € SH(Qy). (1.4.5)

Théoréme 1.4.1 v(u,,0) > v(u,x) pour tout y € C*\ {0}, et d’autre part
v(uy, 0) = v(u, z) pour tout y hors d’un sous-ensemble pluripolaire A de C".

Preuve. La premiere assertion est évidente au vu de (1.2.3). Pour prouver la

seconde, on suppose u(z) = —oo et on considere la famille de fonctions
u(z + Cy)
U (y) = )
‘ log [¢]|

psh en y et négatives sur une boule B, pourvu que 0 < [{| < ¢, < 1. Alors,
la régularisée semicontinue supérieure v*(y) de la fonction

v(y) = lim sup u(y)
¢—0
est une fonction psh négative sur C" et donc v*(y) = C pour une certaine
constante C. Pour calculer cette constante, on commence a observer que
v(y) = —v(vy,0) < —v(u, x) pour tout y # 0. De plus, comme

vu,e) =, [ w0 dS(0), (1.46)

S1
on en déduit C' = —v(u,z). Finalement, comme on le sait, le sous-ensemble
{y: v(y) <v*(y)} est pluripolaire? in C". O

Soit maintenant f une fonction holomorphe ' —  avec f(2') = x;
on note alors f*u le pull-back d’'une fonction u € PSH(S)), c’est-a-dire,

(f*u)(2) = u(f(2)).

I1 est facile de voir que
v(ffu, ') > v(u,x).

Une relation (non élémentaire) dans le sens inverse est donnée par le

2. Un sous-ensemble E C 2 est is pluripolaire 8’1l existe v € PSH(Q), v £ —oo, telle
que v|g = —00.



Théoréme 1.4.2 [99], | | If f(U) est d’intérieur non vide pour tout
voisinage U de x', alors il existe une constante positive C, indépendante de u,
telle que v(f*u,z’) < Cv(u,x) pour toute fonction u plurisouharmonique au
voisinage de x. Il ne saurait exister de telle majoration a partir du moment
ot f(U) contient des points qui ne lui sont pas intérieurs, ce pour au moins
un voisinage U de x'.

1.5 Nombres de Lelong directionnels

On obtient plus d’informations sur le comportement d’une fonction psh
au voisinage de son point singulier en comparant cette fonction psh avec des
fonctions convexes dans R™ (plutot que des fonctions convexes sur R).

Notation 1.5.1 Etant donnés z € Q et le vecteur a = (ay,...,a,) € R" on
considere les poly(disque)-caractéristiques

Mu, z,a) = (27r)"/ w(zy 4 ey + e 0 4,
[0,27]™
A(u,z,a) :=sup{u(z) : z € Ty(x)},
ol

To(z) ={z: |z — x| = €™, 1 <k <n}.

De maniere similaire & A(u, x,t) et A(u,x,t) lorsque t € R, ces fonctions
sont convexes en a et croissantes en chaque ay,

u(z) < Mu,z,a) < Au, z,a),

et 'on a A(u,z,a), A(u,z,a) — u(z) lorsque ay — —o0, 1 < k < n. Ce qui
justifie la

Définition 1.5.2 [[<87], [K94] Etant donné un vecteur positif a € R, on a
existence des limites
A t A t
lim Mu, 2, ta) = lim Alw,z,ta) =:v(u,z,a), a€RY, (1.5.7)

t——00 t t——o00

et leur valeur commune v(u, x, a) est appelée nombre de Lelong directionnel,
ou encore nombre de Kiselman, de la fonction psh v au point z, ce dans la
direction a.



Proposition 1.5.3 Soit 1 = (1,...,1); alors v(u,z) = v(u,z,1).
Preuve. A(u, z,t) < A(u,z,t1) < A(u,z,t + 5 logn). O

Exemple 1.5.4 Soit u(z) = log|f(2)|, ou f est une fonction holomorphe au
voisinage de = avec f(z) =0 et au voisinage de z,

) =) clz—2), e #0

JEUJZ‘

(with w, C Z7). Alors
v(u,xz,a) =inf {(a, J) : J € w,}. (1.5.8)
Notons en effet I le membre de droite de (1.5.8). Alors

Z cyexpl(ta, J) + (6, J)]

JEwWy

> cyexpl(ta, J) — I +i(6, J)]

JEwq

A(u,xz,ta) = sup log
0el0,2m]"

= tI+sup log
0

et par conséquent, t 'A(u,0,ta) — I as t — —oo.

1.6 Indicatrices locales

La notion d’indicatrice locale a été introduite dans | ]. On se donne
u € PSH,. On considere ensuite les nombres de Lelong directionnels v(u, x, a)
de v en x comme fonctions de a € R, et I'on transforme enfin ces fonctions
en des fonctions dans le polydisque D" :

Définition 1.6.1 La fonction
Uu(s) := —v(u,x,—s), s € R",

est une fonction négative ou nulle, convexe en s et croissante en chaque sy,
ainsi
\Ilu,x(z) = wU(log ’21|7 ..., log |Zn|)
est psh dans D? := {2 : 0 < |zx] < 1, 1 < k < n} et se prolonge donc de
maniere unique en une function psh dans le polydisque unité D™, que 1'on
appelle indicatrice locale de v en x.
Quand x = 0, on note cette indicatrice locale simplement ¥,,.
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On vérifie aisément que la fonction v, est positive homogene, c’est-a-dire
que
Yu(cs) =cihy(s) Ve>0, s e R". (1.6.9)

Proposition 1.6.2 L’indicatrice locale W, est une fonction psh maximale
dans D7.

Preuve. Soit y € D" de coordonnées 7,e% # 0. On considere la courbe

holomorphe A : w — I'y, C C" sur un petit voisinage w de 1 € C, avec
Me(¢) = 5. La fonction W, € SH(w) est seulement fonction de Re ¢
et satisfait \*W,(c() = ¢ A*¥,({) pour tout ¢ > 0. Elle est donc linéaire et
par conséquent harmonique dans w. Ceci implique, du fait que A(1) = y, la
maximalité de ¥, dans D7. 0J

On observe que ¥y, = ¥, ce qui sigifie que ¥, a mémes nombres de
Lelong directionnels en 0 que la fonction w.

La borne suivante constitue un raffinement de u(z) < v(u,0)log|z| + C.
Théoreme 1.6.3 Pour toute fonction u € PSHy,
w< U, +C (1.6.10)
au voisinage de l'origine. Plus généralement toute fonction u € PSH, satisfait
w(z) < Wu.(z—2)+C
au voisinage de x.
Preuve. 11 résulte du lemme de la pente que pour tout s € R” et t <ty < 0,

on a

A(u, 0, —ts) — A(u, 0, —tos)
t— 1,
ce qui implique (1.6.10). O

Z _wu<s>7

Exemples 1.6.4
1. Pour u(z) = log |z|, ¥, (z) = sup,, log|zx/|.

2. Les fonctions
wa(z) = mgxa,;llog |zk], ax >0, (1.6.11)

sont leurs propres indicatrices locales dans D"™.
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3. Soit u = log | f| avec f holomorphe de € (voisinage de 0) dans CV ; on
considere 'ensemble

woz{JEZﬁ:Z

J

o’ f;
0z’

(0)’ #0}; (1.6.12)
il résulte de (1.5.8) que W, (2) = sup {log|z”| : J € wp}.

2 Nombres de Lelong pour des courants po-
sitifs fermés

Nous avons jusqu’a ce point développé une approche aux nombres de Le-
long reposant sur les propriétés asymptotiques des fonctions psh. On peut
exploiter une information plus riche en considérant ces mémes objets comme
des densités de mesures de Riesz. Pour ce faire, il convient que ces me-
sures soient pensées comme des mesures trace attachées aux courants positifs
fermés de bidegré (1, 1) correspondant aux fonctions psh en jeu. Pareille ap-
proche s’étend aussi au cadre de courants de (bi)-degrés supérieurs. Une des
motivations pour une telle extension est la suivante. Quand u = log | f| avec
f + 2 — C holomorphe, le nombre de Lelong en un point = € ) est juste
l'ordre (ou multiplicité) d’annulation de f en x, tandis que les multiplicités
de applications holomorphes (fi, ..., fx) : © — CV sont caractérisées, elles,
en termes de nombres de Lelong attachés a des courants positifs fermés de
bidegré (n — p,n — p) avecn —p > 1.

Passons donc maintenant aux nombres de Lelong pour les courants po-
sitifs fermés, apres avoir au préalable rappelé quelques notions de base de
la théorie des courants. Les sujets développés dans les sous-sections 2.1 —
2.4 sont traités par exemple dans [ |, [ |, [H94], [ I, [ ],
[ Nl |. Les sous-sections 2.5 — 2.8 sont essentiellement empruntées
a [D93] (elles constituent le chapitre 111 de | ]). Plus de résultats concer-
nant les nombres de Lelong de courants seront présentés ultérieurement.

2.1 Courants positifs fermés

Voici quelques notations et éléments de base concernant les courants po-
sitifs fermés.
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Notation 2.1.1 Soit Q C C" et 0 < p,q < n.

D(Q2) = C§(2) est l'espace des fonctions C' a valeurs complexes et de
support compact inclus dans €.

D, ,(£2) est 'espace des formes différentielles ¢ a valeurs complexes, C™ et a
support compact inclus dans , de bidegré (p, q) :

¢ = Z Grydzy NdzZy,  ¢r; € D(Y),

[I|=p,|J|=q

équipé de la topologie de la convergence C'*.

L’opérateur 0 : D, ,(2) — Dpy1,4(£2) agit ainsi :

0
0= > ;Z;szk Adzr A dZy,

1,J 1<k<n

tandis que Uopérateur 9 : D, ,(Q) — D, 4:1() agit, lui, de cette maniere :

- 0
D = Z Z (;Z:dzk Adzr A dZy.

I,J 1<k<n

Les opérateurs -
0—0

271

d=0+0, d°=

sont réels et dd® = %85. Notons qu’il n’y a pas de convention générale concer-
nant la normalisation de 'opérateur d¢; certains auteurs utilisent la conven-
tion de normalisation d° = (0 — 9) ; nous préférons celle adoptée ici aux fins
d’éviter des facteurs (27)P dans ce qui suit.

Il résulte du théoreme de Stokes que

[ao==[ o
D oD
pour tout domaine D C € et toute forme ¢ telle que d¢ € D,, ().

Définition 2.1.2 Les courants de bidimension (p,q) (ou aussi de bidegré
(n —p,n — q)) sont les éléments de l'espace dual Dj (Q), c’est-a-dire les
formes linéaires continues sur D, ,(£2).
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Tout courant 7' € D, () se représente sous la forme
T = Y Tudd Adz, T e D(Q).
[I=n—p,|J|=n—q

L’action de T sur ¢ sera notée (T, ¢) or [T A ¢.

Le choix de la topologie sur D, (§2) (topologie faible au sens des courants)
respecte le principe de convergence des suites

T, T <= (T;,¢9) = (T,¢) Vo€ D,,().
Les courants se différentient ainsi :
(0T, ¢) := (—1)PFH T, 0¢), (0T, @) := (—1)PTNT, 0¢).

Définition 2.1.3 Un courant T' € D, () est dit positif (T > 0) si 'on a
(T, ¢y > 0 pour toute forme différenticlle ¢ = iay A ay A ... Niay, A @, avec
(693 - D1’0(9>.

Les coefficients d’un tel courant sont des mesures sur 2. Ainsi l'action
d’un tel courant positif T = >_ Ty;dz! A dz7 s'étend continiiment & I'espace
des formes différentielles ¢ a support compact ayant seulement comme coef-
ficients des fonctions continues,

(T, 0) < T llswppoll¢ll,

ou |Tlle = X |Tskle, |Tik|e dénote, si E C €, la variation totale de la
mesure 1Tyx sur E et ||¢|| = supg 1, [¢0xr(7)].

Notation 2.1.4
3= % N dundzm = gddﬂz\?
1<k<n
est la forme de Kahler standard sur C™ et

1
By = 8
p p|

est I'élément de volume p-dimensionnel.
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Pour tout courant positif T' € D, () et tout borélien £ C €2, on a
1Tz < eal TN Byl -

Définition 2.1.5 Un courant T est dit fermé si dT' = 0. Quand T est dans
D, (), ceci équivaut a dire que dT = 0 ou que 9T = 0.

Une variante utile du théoreme de Stokes se formule ainsi : st T est dans
D, (), alors

/ dpNT = — ONT
D oD
pour tout domaine D CC Q et toute forme ¢ telle que d¢p € D, ,(€).

Notation 2.1.6 D;r () dénotera le cone des courants positifs fermés appar-
tenant a D, (2).

Un outil important de la théorie des courants est le théoreme d’extension
du a Skoda et El Mir.

Définition 2.1.7 Soit E un sous-ensemble fermé, completement pluripolaire
de Q (ce qui signifie que E = {z € Q : u(z) = —oo} pour une fonction
u € PSH(Q)) et soit T € DS (2\ E) un courant positif fermé dont les
coefficients mesures T7; ont une masse locale finie au voisinage de E. Alors
le courant 7' = S Ty;dz! Adz” avec Trj(A) := Ty ;(A\ E) pour tout borélien
A C Q est dit simple ou triviale extension of T.

La notion d’extension simple ou triviale T d’un courant positif fermé T" a
été introduite pour la premiere fois par Lelong lors de I'étude de 'intégration
sur les sous-variétés analytiques, voir I'exemple 3 dans la sous-section sui-
vante.

Théoréme 2.1.8 | |, [EN] Sous les conditions ci-dessus T € D (©2).

Il arrive que T soit unique extension de T' € Df(Q2\ E) : cest le cas
par exemple si I est un sous-ensemble analytique de dimension strictement
inférieure & p (ceci est un cas particulier d’'un résultat plus général de la
théorie des courants).
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2.2 Exemples de courants
On trouvera ci-dessous une liste d’exemples standard.
1. Les courants induits ainsi par les fonctions psh :

0%*u
8zj82k

ue PSH(Q) <~ ( ) >0 < ddue€ D} (Q).

De plus, si T € D, (), alors tout z € 2 admet un voisinage U dans
lequel vit une fonction uy € PSH(U) telle que T' = dd“uy dans U.

2. Si M est une variété analytique complexe (lisse) de dimension p (ici
plongée dans un ouvert Q2 de C"), le courant [M] (d’intégration sur M)
est défini par

(M), 6) = /M 5

On a [M] € DF () (le fait que [M] soit fermé résulte du théoreme de
Stokes).

3. Les courants d’intégration sur les sous-ensembles analytiques fermés :
si A est un sous-ensemble analytique fermé de 2 C C" de dimen-
sion pure égale a p, c’est-a-dire un sous-ensemble défini localement par
A={2€Q: fu(2) =0, a € A} et que Reg A désigne le sous-ensemble
ouvert (dans A) des points réguliers de A (au voisinage desquels A est
localement une variété analytique complexe lisse de dimension com-
plexe p), on définit le courant [A] (d’intégration sur A) par

(A}, 6) = /R e

Alors [A] € D () (le point non trivial est le fait que [A] soit fermé; ce
résultat fondamental est du a P. Lelong | |; de nos jours, on peut
le voir comme une conséquence du Théoréme 2.1.8).

4. Les p-chaines holomorphes T' = ) a;[Ax] € D (), olt les ay, € Z; et
les Ay sont des sous-ensembles analytiques fermés de dimension pure p
de Q. Lorsque p = n — 1, les chaines holomorphes représentent les divi-
seurs positifs ou, dans le langage de la géométrie algébrique, effectifs.
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2.3 Courants de Monge-Ampere

Voici ici un bref panorama des questions relatives a 1’opérateur de Monge-
Ampere
(dd°u)™ :=ddu A\ ...\ ddu

-~

n

agissant sur les fonctions psh u ou, plus généralement, aux courants réalisés
comme

dduy A ... N\ ddu, (2.3.1)

lorsque w1, ..., u,, p < n, sont des fonctions psh. Le produit extérieur ne peut
certes étre étendu du cadre ou les fonctions uy sont C*° au cadre ou ce sont
des fonctions psh quelconques. Toutefois, (dd°u)? peut étre défini de maniere
inductive comme un courant positif fermé suivant la regle opératoire

(dd“u)? = dd[u(ddu)*""], p=2,...,n,

lorsque u est une fonction psh localement bornée (Bedford-Taylor). Plus
généralement, pour tout courant 7' € D, (§2) et toute fonction u appartenant
a PSH(Q) N LY (), le courant uT" est bien défini, est localement de masse
finie, et tel que

ddu NT := dd°(uT) € D ;.

Lorsque u est C*, il s’agit d’un résultat classique; le cas général s’obtient,
grace au théoreme de convergence dominée de Lebesgue, en régularisant u
par des fonctions lisses ..

L’opérateur de Monge-Ampere fournit une caractérisation des fonctions
psh maximales :

Théoreme 2.3.1 Une fonction psh localement bornée u est maximale dans
un domaine w C C™ si et seulement si (dd°u)” =0 dans w.

Le lemme technique suivant, simple mais important, fera 1’objet d’un
usage répété ultérieurement.

Lemme 2.3.2 (principe de localisation a la frontiére) Soient Q' CC Q, T €
D (Q), et u,v € PSH(Q) N L®(Y) avec u = v au voisinage de 9SY. Alors

/ddcu/\TZ/ddcv/\T.
Q/ ’
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Les obstructions a la possibilité de définir le courant de Monge-Ampere
(2.3.1) proviennent des ensembles singuliers des fonctions uy en jeu dans la
construction. Pour que cette construction soit licite, il convient soit que ces
ensembles singuliers soient < petits >, soit que les fonctions u; ne décroissent
pas trop rapidement vers —oo au voisinage de leurs singularités. Si 'on a
dans l'esprit l'exploitation de ces résultats dans le cadre des applications
holomorphes f : © — CV, il est nécessaire d’imposer des restrictions aux
ensembles singuliers eux-mémes du fait que dans pareil cas la décroissance de
log | f| au voisinage des singularités est inévitablement la plus forte possible.

Définition 2.3.3 La [-mesure de Hausdorff H; est définie par

ou le minimum est pris sur tous les recouvrements de E par des boules de
rayon r; < €.

Théoréeme 2.3.4

(i) Soit T € Dy (Q), uy,...,uy € PSH(Q), ¢ < p < n, tels que les sous-
ensembles L; := u; ' ({—oo}) sont soient compacts dans Q, soient tels

que
Hop-m+1)(Lj; N...N L, NsuppT) =0 (2.3.2)
pour tout choiz dindices j1 < ... < jm, m = 1,...,q, 0t Hap_m+1)
désigne la mesure de Hausdorff 2(p —m + 1)-dimensionnelle. Alors les
courants
urddug A ... N\ ddu,
et

dduy A\ ddus A ..o AN ddug AT = dd(urddug A ... A ddug ANT)

sont bien définis et de masse locale finie. En particulier (dd°u)™ est bien
défini lorsque uw € PSH(Q) N LS (Q\ K) si K CC Q.

(i1) Les opérateurs de Monge-Ampére sont continus sous la prise de limite
monotone (en termes de convergence au sens de la capacité).
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Lorsque les fonctions u; sont de la forme u; = log|f;| avec f; holomorphe
de Q2 dans C, la condition (2.3.2) dans le cas ou T = 1 signifie

dim(Z;, Nn...NZ%Z;,)<n—-m, m=12...,q. (2.3.3)
Siu=1log iy l|fil> =:log|f|?, V'opérateur (ddu)? est bien défini si
dim Z; <n —gq, (2.3.4)

ou Zy = ZyN...N Zy désigne le lieu des zéros de f = (f1,..., fn).

2.4 Nombres de Lelong pour des courants positifs fermés

Définition 2.4.1 Si T € D} (Q), or :=T A, € D est la mesure trace de
T (si T = dd‘u, alors or est juste la mesure de Riesz o, de u).

On note or(z,r) = op(B,(z)). On dispose aussi de la représentation
suivante.

Proposition 2.4.2
or(z,r) =1, r2p/ T A (dd°log |z — z|)".
By (z)

Remarque. Suivant le Théoreme 2.3.4, le courant T'A (dd¢log |z — x|)” est

bien défini.
Preuve. On utilise le principe de localisation a la frontiere avec u(z) = |z —x|?

et v(z) = x(log|z—x|), ont xc(t) vaut €* for t > logr — ¢ et est affine ailleurs
tout en étant tangente a €% en t = logr — e. 0O

Définition 2.4.3 Le nombre de Lelong du courant T'€ Dy () en x €  est

v(T,z) = lim

T A B, = lim T A (dd°log |z — x|)". (2.4.5
r—0 Tp’l“2p /Br(x) 6[) r—0 B, (z) ( g| |) ( )

Ainsi le nombre de Lelong d'un courant 7' € D, (€2) peut étre vu a la fois
comme la densité 2p—dimensionnelle de la mesure trace o de ce courant ou
comme la masse qu’affecte au point x la mesure trace < projective > définie
comme T A (dd°log | - —z|)*.
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Corollaire 2.4.4 or(z,r) > 7,7%v(T, x).

Exemples 2.4.5 Les nombres de Lelong pour les exemples-modeles de cou-
rants proposés sont les suivants.

1. Si T = dd‘u pour une fonction psh wu, then v(T,z) = v(u,z). Ceci
résulte de la définition originelle (1.2.2) du nombre de Lelong en un
point d'une fonction psh puisque o, = o (aux fins de cohérence, on de-
vrait écrire v(dd“u, x) au lieu de v(u, x), toutefois on préfere ici conser-
ver la notation originelle des nombres de Lelong car elle est standard).

2. Pour toute sous-variété analytique complexe (lisse) M de 2, on av([M],z) =
1 en tout € M (et bien str v([M],z) = 0 pour tout x ¢ M). Ceci
résultera de I'indépendance du nombre de Lelong relativement au choix
du systéme de coordonnées (assertion qui sera prouvée ultérieurement).

3. Beaucoup plus difficile est le résultat correspondant pour des sous-
ensembles analytiques fermés de dimension pure A (le théoreme de
Thie), qui assure que le nombre de Lelong v([A], z) est égal a la multi-
plicité m, du sous-ensemble analytique A au point x ; nous prouverons
cela plus loin aussi.

On observe que le volume 2p-dimensionnel d’un sous-ensemble analy-
tique fermé A dans un borélien D vaut précisément op(D), ce qui

fournit 'estimation de volume suivante : si K CC A et que l'on a
ro < dist (K, 09), alors

T,rPm, < Voly, (AN B,(1)) < C(rg, K, A)r*  Vr <1y, V1 € K.

4. Par linéarité, le nombre de Lelong en un point  d’une p-chaine holo-
morphe T' = )", ay[Ax] vaut

v(T,z) = Zaku([Ak],x) = Z@k Mg fo-

Les propriétés fondamentales des nombres de Lelong pour les courants po-
sitifs fermés seront établies en utilisant la machinerie des nombres de Lelong
généralisés introduite due a Demailly.

2.5 Définition des nombres de Lelong généralisés

Une notion importante de nombres de Lelong généralisés relativement
a des fonctions-poids psh a été introduite et étudiée par Demailly. L’idée
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consiste a considérer au lieu de la mesure trace projective T' A (dd‘log]| -
—z|)P des mesures T'A (dd°p)P avec des fonctions psh ¢ assez générales (dites
< fonctions-poids »psh) singuliéres au point x. Les nombres de Lelong au sens
classique, comme les nombres de Lelong directionnels, en sont alors des cas
particuliers, avec des choix spécifiques de fonctions-poids psh . De plus, la
machinerie des nombres de Lelong généralisés fournit une maniere a la fois
simple et naturelle de prouver des résultats profonds concernant les nombres
de Lelong standard.

Notation 2.5.1 Si ¢ € PSH(2) et r € R, on note
Bf ={z:9(z) <r}, 57 ={z:0(z)=r}.

Définition 2.5.2 Une fonction psh ¢ dans ) est dite semi-exhaustive si
B}, CC Q pour au moins un R € R. En particulier, p € L2 (Q2\ Bf) et

loc

par conséquent (dd°p)* est bien défini pour tout & < n. Si de plus e¥ est
continue, on dit que ¢ est une fonction-poids psh.

Définition 2.5.3 Si T' € D, (€2), on pose

UTopr) = [ Ty

et on appelle
v(T, @) = lim v(T,p,r),
r——00

le nombre de Lelong généralisé, ou encore le nombre de Lelong-Demailly,
relativement au poids .

Si T' = dd°u pour une fonction psh u, on notera parfois, comme pour les
nombres de Lelong classiques, v(u, ¢) au lieu de v(ddu, ¢).

Exemples 2.5.4

1. Si p(2) = log|z — z|, alors BY = Ber(z), v(T,,7) = v(T,x,€e") et
v(T,p) = v(T,z).

2. Le poids « directionnel >

Vau(z) = mgxa,;l log |zx — x|, ax >0, (2.5.6)

induit le nombre de Lelong directionnel dans la direction (ay,...,a,)
(on le verra dans la sous-section 2.6).
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L’utile formule suivante s’obtient comme conséquence du théoreme de
Stokes (comme c’était le cas pour les nombres de Lelong standard).

Proposition 2.5.5 Pour toute fonction convexe croissante v : R — R,

v(T,yop,(r) =~ () v(T,e,r),

~" étant ici entendue comme la dérivée a gauche. En particulier

1 p
v(T,p,1) = 6_2”/ TN (—dd‘:e%) .
Bf 2

2.6 La formule de Lelong—Jensen

Le nombre de Lelong classique d’une fonction psh en un point est a la fois
la densité de sa mesure associée et une caractéristique asymptotique de la
fonction elle-méme. Une telle double interprétation subsiste pour les nombres
de Lelong généralisés.

Définition 2.6.1 Soit ¢ un poids psh dans €2, ¢, = max {p,r}. La mesure
de Monge-Ampere balayée est

puf = (dd°p,)" — 1,.(ddp)",

ou 1, désigne la fonction caractéristique de Q2 \ BY.

Proposition 2.6.2

(i) p =0,
(1) supp pf C SP et pf(Q) = pf (S7) = (dd°p)"(BY) ;
(iii) si (dd°p)™ =0 sur Q\ ¢~ (—00), alors puf = (dd°p,)".

Exemple 2.6.3 Si ¢ = log|z — |, alors u¥ est la mesure de Lebesgue nor-
malisée sur Ser(z).

Théoréme 2.6.4 (formule de Lelong-Jensen-Demailly) Siu € PSH(Q), u
est p.-intégrable et l'on a

i) - [ ) = e
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Preuve. C’est une conséquence des théoremes de Fubini et de Stokes. ([l

Comme conséquence, on a le

Théoréme 2.6.5 Si (dd°p)" = 0 sur Q\ ¢ }(—00), alors uf(u) est une
fonction convexe croissante de r et

Preuve. Pour tout r < rq,

pet) = () — [ vl

Du fait que t — v(u, ¢, t)dt est positive croissante, r — pf(u) est croissante
et convexe. En résulte 'existence de la limite

0 Q) — 1u®
lim MT—W): lim 27 (W) = () = lim v(u,p,t) = v(u,p).

r——00 T r——00 r—"o t——o0

Exemples 2.6.6

1. Quand ¢(z) = log |z — z|, on retrouve la représentation du nombre de
Lelong au sens classique v(u, z) = lim;, o A(u, x,t)/t.

2. Pour un poids directionnel

©(2) = pao(z) = max a, ' log|z], ap >0,
BY est le polydisque {|zx| < "}, la mesure uf(u) est supportée par sa
frontiere distinguée et est invariante par rotation en chaque variable.

Par conséquent p?(u) = coA(u,z,ra). On calculera plus tard ¢, =
(ay...a,)" ', ce qui donnera

v(u, Pap) = (ar ... an)_lu(u,o,a).
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2.7 Semicontinuité

Les deux résultats < qualitatifs > suivants sont utiles lorsque 1’on analyse
une famille de courants relativement a un poids psh ou un courant relative-
ment a une famille de poids psh.

Le premier affirme que les nombres de Lelong généralisés sont continus
en fonction des courants en jeu.

Théoréeme 2.7.1 Si une suite de courants Ty € DS () converge vers un
courant T', alors
limsup v(Ty, ) < v(T, p).

k—o0

Preuve. Cela résulte du principe de localisation a la frontiere. 0]

Le second résultat traduit la semi-continuité des nombres de Lelong géné-
ralisés en fonction cette fois des fonctions-poids psh en jeu. Cette fois cepen-
dant il est nécessaire d’'imposer une contrainte supplémentaire sur la conver-
gence de la suite de fonctions-poids psh.

Théoreme 2.7.2 Si l'on a une une suite de fonctions-poids psh ¢ et une
fonction-poids psh ¢ telles que exp{pr} — exp{p} uniformément sur tout
compact de €, alors

limsup v(T, pr) < (T, p).

k—o0

Preuve. Imposer la contrainte sur la convergence de la suite de fonctions-
poids psh ¢y revient a imposer la convergence uniforme sur tout compact de
Q2 de la suite des fonctions max{¢y,t} vers max{¢,t}, ce pour tout ¢. Ceci
implique la convergence de la suite de courants T' A (dd® max{y,t})? vers le
courant T'A (dd® max{p,t})?. On conclut alors avec le principe de localisation
a la frontiere. OJ

On obtient comme conséquence de ce résultat le

Corollaire 2.7.3 Les nombres de Lelong au sens classique v(T, z) dépendent
de maniere semi-continue supérieurement du point x.

Preuve. 11 suffit de choisir les fonctions-poids ¢ = log |z — 2(®)| lorsque 1’on
se donne une suite z*) — 2. 0
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2.8 Théoremes de comparaison

On présente maintenant deux versions < quantifiées > de la variation des
nombres de Lelong généralisés en fonction des fonctions-poids (pour un cou-
rant fixé) ou des courants (ici de Monge-Ampere).

Le premier théoreme de comparaison quantifie la dépendance en les fonctions-
poids psh. Pour une fonction-poids psh ¢, notons L(p) = ¢~(—o0).

Théoréeme 2.8.1 Soit T € D () et @, ¢ deur fonctions-poids psh telles

que

¥(2)
(2)
alors v(T,vy) < Pv(T,p). En conséquence, si la limite lim(z)/p(z) = 1
existe, alors v(T,v) =P v(T,p).

lim sup =1l < oo lorsque z — L(p), z € supp T}

Preuve. 11 suffit d’établir v(T,v¢) < v(T, ), a condition que | < 1. Ceci
résultera encore du principe de localisation a la frontiere.
Pour ¢ > 0, notons u. = max{y — ¢, p}. Si t < r, alors, pour ¢ suffisam-
ment grand, u. = ¢ on BY \ BY et donc v(T,¢,r) = v(T,u.r) > v(T, u.).
D’autre part, du fait que [ < 1, u, = 1) — ¢ sur Bf pour s << t et ainsi,
v(T,u.) =v(T, v —c) =v(T, ). O

Le second théoreme de comparaison (que 1'on prouve a l’aide d’arguments
similaires) quantifie la dépendance des nombres de Lelong généralisés, pour
une fonction-poids ¢ fixée, comme fonctions de courants de Monge-Ampere.

Théoréeme 2.8.2 Soit T € D (Q) et ug, vy € PSH(Q), 1 < k < g, telles
que les courants dd“uy A ... Add°ug AT et dd®vi A\ ... N\ ddvg AT sont bien
définis v, = —oo sur supp T N L(yp), et

vg(2)

lim sup =y < co quand z — L(p), z € suppT\v; ' (—00), 1 <k <gq.

Alors v(dduy A ... ANddug NT, ) <ly...lgv(ddvy A... Nddvy AT, p).

Ces résultats permettent d’obtenir des preuves relativement simples de
résultats fondamentaux concernant les nombres de Lelong pour les fonctions
psh ou pour les courants positifs fermés. Par exemple, le premier théoreme
de comparaison implique le résultat suivant :
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Corollaire 2.8.3 Le nombre de Lelong d’un courant positif fermé en un
point est indépendant du choix du systéme local de coordonnées au voisi-
nage de ce point. En particulier v([M],z) = 1 en tout point d’une variété
analytique complexe lisse.

Nous sommes maintenant aussi en mesure de prouver le théoreme de Thie
concernant le calcul du nombre de Lelong du courant d’intégration [A] sur
un sous-ensemble analytique A de dimension pure p d’un ouvert de C".

Corollaire 2.8.4 If x est un point du sous-ensemble analytique fermé A,
alors v([A], ) est égal a la multiplicité de A au point x.

Preuve. On suppose que x est un point singulier de A. On rappelle que
I'on peut trouver un voisinage U de x et un systeme local de coordonnées
(2/,2") € CP x C"? de maniere a ce que

ANU cC K =A{2"): || <C|¢|}, C>0.

En ces coordonnées x = 0. Soient B’ € CP, B” C C" 7 telles que B’ xB” C U.
La projection p : AN (B’ x B”) — B’ est propre et finie, c’est donc un
revétement ramifié de B’. Le nombre m, de feuillets de ce revétement p est
par définition la multiplicité de A en x.

On prend ¢(z) = loglz| = 1log(]'|* + [2"]%), ¥(z) = logl|#/|. Alors
v(2)/1¥(z) — 1 lorsque z — 0 dans le cone K (et par conséquent sur A).
Alors

v([A], ) = v([A], ) = v([A], ¥).

De plus
1 p
V(ALY) = / LA] A (-ddcew)
Blog. 2
1 p
g (o)
Reg An{z:|2'|<r} 2
= e [ (@) = m,
B,
ce qui acheve la preuve. 0

Le second théoreme de comparaison montre que la masse résiduelle de
Monge-Ampere (dd“u)™(z) est fonction du comportement asymptotique de
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la fonction psh u lorsque 'on s’approche de x. Ceci conduit a la notion de sin-
gularités psh en x comme classes d’équivalence des fonctions psh relativement
a leur comportement asymptotique lorsque 1’on s’approche de .

En particulier, les fonctions max; log [2;|*% et log ;|| (lorsque les ay,
sont des réels strictement positifs) représentent la méme singularité psh en
0. De plus

(dd* maxlog |2|*)" = (dd* log » " |2|%)" = a1 ...a,d (2.8.7)
J

(on a exploité ce fait lorsque l'on a relié les nombres de Lelong direction-
nels v(u, x,a) aux nombres de Lelong généralisés v(u, ¢, ) relativement aux
fonctions-poids psh directionnelles ¢, ). Ce dernier point (2.8.7) se prouve
comme suit.

Suivant des arguments d’approximation, il suffit de considérer le cas ou
les a; sont des nombres rationnels strictement positifs. De plus, du fait de
I’homogénéité, on peut meéme supposer que les a; sont des entiers pairs,
a; = 2m;. On observe que les deux courants en jeu sont supportés par 'ori-
gine. La premiere égalité résulte donc du Théoreme 2.8.2. Pour évaluer la
masse des courants en 0, on invoque une représentation des nombres de Le-
long généralisés comme densités de mesures (Proposition 2.5.5). Si 'on note

1
1 " 2
§ddce“" =my...mur " | (dd’|w])"
l(:;gr T

©(z) = 3log > |z;|*™, alors
= my..mpy2" =ay...a,.

| tareyr = [

logr

Une autre application du second principe de comparaison est le résultat
suivant qui permet de comparer le nombre de Lelong d’un courant réalisé
comme produit extérieur avec les nombres de Lelong des courants intervenant
comme facteurs dans ce produit.

Corollaire 2.8.5 Si dd“u; A ... A dd°u, est bien défini, alors
v(dduy A ... Nddug NT,z) > v(ug,x)...v(ug,x) v(T, x).

En particulier

(ddu)"(x) > v(u,x)".
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3 Types relatifs et indice d’intégrabilité

Nous allons maintenant étudier d’autres caractéristiques des singularités
psh. La premiere, le type relatif est une autre généralisation assez élémentaire
du nombre de Lelong [R06]. La seconde, introduite dans | ] comme 'indice
d’intégrabilité®, malgré la simplicité de sa définition, est une notion plus
d’abord plus difficile; en particulier, en prouver les principales propriétés
requiert des techniques plus avancées d’< analyse dure ». Pour la sous-section,
voir [R00] et pour la sous-section 3.2, voir | ] et [IK94].

3.1 Types relatifs

Le nombre de Lelong au sens classique v(u,x) peut étre défini de deux
manieres :

v(u,x) = ligiiff % = dd°u A (ddlog | - —z|)" 1 ({z}).

La seconde définition comme masse résiduelle de Monge-Ampere s’est révélée
tres utile car elle a permis de mettre en lumiere les relations avec la géométrie
analytique et qu’elle autorise I'usage de la machinerie des opérateurs différenti-
els. Le fait de remplacer la fonction log| - —z| par des fonctions-poids psh
¢ quelconques lors de l'introduction par Demailly des nombres de Lelong
généralisés en a rendu la théorie a la fois plus souple et plus puissante.

Mais d’autre part la premiere définition < élémentaire > du nombre de
Lelong comme limite inférieure est intimement liée au comportement asymp-
totique des fonction psh au voisinage de leurs singularités. L’estimation

uw(z) < v(u,z)log|z — x|+ O(1)

donne la meilleure borne possible pour u(z) lorsque z — x en termes de la
singularité < modele > log |z — z|.

Ceci motive I'introduction d’une autre généralisation du nombre de Le-
long basée sur le principe de comparaison du comportement asymptotique
des fonctions psh avec celui des poids psh modeles ¢. Afin de pouvoir obte-
nir des estimations ponctuelles, on se doit d’imposer un certain nombre de
conditions aux fonctions-poids psh. Plus précisément, ceci fonctionne si les

3. Son inverse est connu comme le seuil log-canonique, ou encore |’exposant de singu-
larité complexe.
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fonctions-poids psh ¢ sont des fonctions psh maximales sur des voisinages
épointés de x, ce qui est caractérisé par 1’équation

(dd°p)™ = 0 hors de x.
De telles fonctions-poids psh sont dites mazimales.

Définition 3.1.1 Etant donné un poids mazximal @, on appelle type de u
relatif a ¢ le nombre
o(u, ) = liminf u(z)

e p(2)

Alors, en suivant le méme argument que pour log |z — x|, on obtient ’esti-
mation

u(z) < ofu, ) p(z) + O(1)

lorsque z — .

Exemple 3.1.2 Des exemples modeles de types relatifs sont ceux relatifs
aux poids directionnels

oz = m]?xa,;l log |zx — x|, ax > 0.
Dans ce cas, les nombres

O'(U, Soa,a:) = V('LL,JZ', a),

sont les nombres de Lelong directionnels.

Comme on le montre aisément, les types relatifs dépendent, comme les
nombres de Lelong classique, dépendent de maniere semi-continue supérieure
des entrées psh u ou ¢.

Proposition 3.1.3

1
locy

(i) Siu; — u dans Ly,., alors o(u,p) > limsup o(u;, p).

(it) Sie¥ — ef uniformément, alors o(u,p) > limsup o(u, ¢;).
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Le pendant du premier théoreme de comparaison est 1'inégalité

o(u,p) = o(u,¥) o (¥, ¢),

qui implique o(u, 1) = lo(u, ), sous la condition que ¢/1) — [. Le second
théoréeme de comparaison se formule comme suit : si liminfu(z)/v(z) = I,
alors o(u, ) > lo(v,p). On note qu'il s’agit la de résultats beaucoup plus
faciles que les résultats analogues pour les nombres de Lelong généralisés par
Demailly.

Comme les nombres de Lelong au sens classique, le type relatif vérifie
o <m]§X uk> = min o(uy)

pour une famille finie de fonctions psh wug, tandis que le type relatif d’une
somme de fonctions peut différer de la somme des types relatifs sans toutefois
étre inférieur a cette somme.

Le premier théoreme de comparaison (Théoreme 2.8.1) pour des courants
implique que les nombres de Lelong généralisés et les types relatifs sont liés
par l'inégalité

v(u, ) > myo(u, @),
ol my, = (ddp)™(x). On ignore s’il existe une inégalité en sens contraire.

Il est intéressant de mentionner que les types relatifs vus comme fonc-
tionnelles sur les singularités psh peuvent étre caractérisés par certaines de
leurs propriétés de base :

Théoréme 3.1.4 Soit une fonction o : PSH, — [0, 00] telle que
(i) o(cu) = co(u) pour tout ¢ > 0;
(11) siuy < uy+ O(1) prés de x, alors o(uy) > o(us) ;

(1i) o(maxy ug) = ming o(uy), k=1,2;

1
loc?

() siu; — u dans L
(v) o(log]| - —x|) > 0.
Il existe alors une fonction-poids mazimales psh ¢ telle que o(u) = o(u, p)
pour tout uw € PSH,.. La représentation est essentiellement unique : si deux

poids p et 1 représentent o, alors ¢ =10+ O(1) pres de x.

alors limsup o(u;) < o(u);
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Preuve. Soit D un voisinage hyperconvexe borné de z. On introduit la fonc-
tion
o(z) =sup{u(z) : ue M,},
out M, ={u€ PSH (D) : o(u) > 1} et 'on montre que o(-) = o(-, ). O
Comme on le verra plus loin, une variante du théoreme d’analyticité de
Siu est aussi valable pour les types relatifs.

3.2 Indice d’intégrabilité (et seuil log-canonique)

Une autre maniere de quantifier la singularité de u est d’étudier 'intégra-
bilité locale de e=*/7 pour v > 0 (note que du fait que u peut étre discontinue,
méme l'intégrabilité de e pres d’un point z ou u(x) > —oo est loin d’étre
évidente).

Définition 3.2.1 Le nombre
I(u,2) =inf{y >0:e" c L} (x)} (3.2.1)

loc

est appelé indice d’intégrabilité, ou encore multiplicité d’Arnold, de u en x.
Son inverse

let(u) = (I(u,z)) " =sup{c>0:e " € L} (1)},

loc

est appelé seuil log-canonique, ou encore exposant de singularité complexe en
T.

De maniere analogue a ce qui se passe pour les nombres de Lelong |,
plus fortes sont les singularités, plus grands sont les indices d’intégrabilité :
I(u,z) > I(v,z) si u < v+ O(1), et I(cu,z) = cI(u,z). De plus, comme
cela résulte de I'inégalité de Holder,

Iu+wv,z) < I(u,z)+ I(v,z) : (3.2.2)

si en effet a > I(u,x), b > I(v,z), alors

1/p 1/q
/ezéfbrv) ﬁn S (/ 6_2u/a Bn) </ e—2v/b Bn)

a+b

a+b etq: T

a

avec p =

En dimension un, I'indice d’intégrabilité coincide avec la masse ponctuelle
de la mesure de Riesz, c’est-a-dire avec le nombre de Lelong :
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Proposition 3.2.2 Sin =1, alors I(u,z) = v(u, ).

Preuve. On exploite la représentation intégrale de u comme somme du po-

tentiel logarithmique de sa mesure de Riesz et d'une fonction harmonique.
OJ

Remarque 3.2.3 Comme conséquence immédiate de ce résultat, on déduit
que si n =1 et si u est telle que I(u,z) > 0, alors

emu/Mwr) & 12 (2), (3.2.3)
ce qui dans ce cas résulte de la majoration
u(z) < v(u,z)loglz — x| + O(1)

et du fait évident que |z|™' € L? (0). La méme propriété subsiste en dimen-
sion supérieure, mais il s’agit d’un résultat beaucoup plus difficile connue la
congecture d’ouverture de Demailly et Kollar (2001) prouvée par Berndtsson

en 2013. On y reviendra dans peu de temps.

Exemples 3.2.4 [(log|z|,0) = 1/n. Plus généralement, si l'on dispose de
blocs de coordonnées z = (2, 2”) € CF x C"7*, alors I(log|z'],0) = 1/k.

Un outil important est la formule de restriction.

Théoréme 3.2.5 (Demailly-Kollar) Si Y est une sous-variété analytique
complexe (lisse) plongée dans un ouvert de C" et si x € Y, alors

I(uly,z) > I(u,x).

Ce résultat se déduit facilement du théoreme d’Ohsawa-Takegoshi (dont
nous allons parler bientdt, voir la sous-section 4.2). Observons, au vu des
exemples mentionnés ici, que l'indice d’intégrabilité, au contraire du nombre
de Lelong, est tres sensible a la dimension du lieu singulier et I'on ne peut
espérer 1'égalité (dans I'inégalité précédente) lorsque la sous-variété lisse Y
est générique.

Les indices d’intégrabilité sont liés aux nombres de Lelong par les inégalités
de Skoda :
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Proposition 3.2.6 On a

%V(% z) < I(u,z) < v(u,x),

les situations limite étant réalisées respectivement pour u = log|z1| et u =
log |z|.
Preuve. La premiere inégalité résulte de I'estimation

u <v(u,x)log|z — x| + O(1).

La seconde de déduit de la formule de restriction (Théoreme 3.2.5) si l'on
considere la restriction de u a une droite complexe [ telle que I'on dispose
des égalités (et non des inégalités) I(ul;, x) = v(u|;, x) = v(u, x). O

Remarque 3.2.7 On doit a Kiselman une borne inférieure plus précise :

I(u,2) > sup viu,z,0)
aERi Z] aj

qui résulte de la majoration u < U, ,+O(1) et du calcul de 'indice d’intégrabilité
pour les indicatrices W, ,.

A Dinstar des divers types de nombres de Lelong, 'indice d’intégrabilité
dépend de maniere semi-continue supérieure de la fonction u :

Théoréme 3.2.8 Si les u; — u dans Lj,.(2), alors

loc

limsup I(uj,z) < I(u,z), x € €.

Jj—00

De plus, si e € L2 (), alors e — ¢~ dans L} ().

loc loc

Si 'on applique la seconde assertion a la suite des u; := u/y; avec v; N\
I(u,x), on obtient la propriété d’ouverture (3.2.3).

Dans le cas n = 1, une preuve du Théoreme 3.2.8 se déduit de la représentation
de I'indice d’intégrabilité comme masse de Riesz en x. On attend pour 1’étude
du cas n > 1 d’avoir introduit un outil adapté.
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Un objet analytique permettant de représenter les singularités de u est
le faisceau d’idéaur multiplicateur J(u) dont la fibre J,(u) consiste en les
germes en x de fonctions holomorphes f tels que |fle™® € L2 (x). 11 s’agit
d’un faisceau d’idéaux cohérent. De plus, si U CC €2 est un ouvert pseudo-
convexe, alors la restriction de J(u) & U est engendrée comme Op-module
par une base hilbertienne {0;} de 'espace de Hilbert H,(U) des fonctions
f holomorphes dans U et telles que |fle™ € L?(U). On utilisera ceci tres

prochainement.

4 Théoremes d’analyticité

De profonds résultats sur les singularités psh (comme par exemple le
célebre théoreme d’analyticité de Siu) reposent sur des méthodes relevant
de '« analyse dure =, principalement des techniques d’extension L?. Nous
énoncerons ici sans preuves deux résultats majeurs (dus & Hormander—Bombi-
eri-Skoda et Ohsawa—Takegoshi) et montrerons comment on peut en déduire
I’analyticité des sur-ensembles de niveau pour les caractéristiques des sin-
gularités psh. Nous ferons aussi appel aux techniques L? pour prouver le
théoreme d’approximation de Demailly et établir des propriétés fondamen-
tales des indices d’intégrabilité.

Voir | ], [D92], | | (Chapitres III et VIII), [Fo], [[K94], [RO9].

4.1 Théorémes d’extension L2

La plurisousharmonicité ne préjuge pas de 'analyticité. Cependant, des
sous-variétés analytiques se trouvent générées par toute fonction psh (de plus,
par tout courant positif fermé) présentant de suffisamment « fortes > singu-
larités.

Un pont entre plurisousharmonicité et analyticité consiste justement en
les théoréemes d’extension L? reposant sur les résultats du type de ceux
établis par Hormander et concernant la résolution de 'opérateur de Cauchy-
Riemann 0. Les deux résultats ci-dessous sont en particulier d’une grande
importance dans I’étude des singularités des fonctions psh.

Théoréme 4.1.1 (Hormander-Bombieri-Skoda) Si u est une fonction psh

sur un domaine pseudoconveze borné Q) et que e € L2 (x) pour un x € 2,
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alors il existe une fonction f holomorphe dans ) telle que

/ P8, < oo
Q

et que f(z)=1.

Théoréme 4.1.2 (Ohsawa-Takegoshi) Soit Y un sous-espace affine p-di-
mensionnel de C", Q@ un domaine borné pseudoconveze de C" etw € PSH ().
Alors toute fonction h € Hol(Y N Q) qui vérifie

/Y . |h|?e™™ B, < oo
n

se prolonge en une fonction f € Hol(S)) de maniére a ce que

/Q |fI?e™ B, < A(p, n, diam Q)/ |h|2e™" 3,

YNnQ

Comme on le verra, de tels résultats (ainsi que ceux qui leur sont reliés)
assurent que les caractéristiques considérées des singularités psh véhiculent
certains caracteres relevant de 'analyticité. Notamment, il y a semi-continui-
té de ces caractéristiques relativement a la topologie de Zariski (analytique),
celle pour laquelle les fermés sont les sous-ensembles analytiques fermés.

4.2 Indice d’intégrabilité

1. A Taide du théoréme d’Ohsawa—Takegoshi, nous sommes maintenant
en mesure de prouver la formule de restrction pour I'indice d’intégrabi-
lité : I(uly,x) > I(u, ).

Prewve du Théoréme 3.2.5. Soit v > I(uly,x); alors
/ e~ 2/ By < oo.
B(z,r)NY
Il existe donc F' € O(B(z, 7)) telle que F|y =1 et que
/ |F|?e=2¥/7 3, < o0.
B(z,r)
Du fait que F(z) =1, on a~y > I(u,x). O
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2. Montrons maintenant comment le théoreme d’” Ohsawa—Takegoshi con-
duit a une preuve de la Conjecture d’Ouverture et de la semicontinuité
de I'indice d’intégrabilité. On utilisera pour ce faire les arguments de

[ J et [Hil4].

Esquisse de prewve du Théoréme 3.2.8, n > 1. Dans le cadre un-
dimensionnel, le point crucial est le fait de disposer de l'estimation
uniforme

/eQC“f B <M, j> jo
Q

pour un seuil ¢ > 1 et tous les 7 > jp, ce qui résulte dans ce cas
de la semicontinuité supérieure des nombres de Lelong. En dimen-
sion supérieure, se substitue a cet argument le recours au théoreme
d’Ohsawa-Takegoshi.

On raisonne par récurrence sur la dimension n. On suppose que 'on a
u,u; € PSH(D), que ces fonctions sont négatives et que le polydisque
unité D" est relativement compact dans le domaine D. Le théoreme de
Fubini implique

/]D)/]D)n—l 6_2u(z’,zn) 671—1(2/) /31<Zn) < 00,

Il existe donc, pour tout € > 0, n > 0 suffisamment petit et un sous-
ensemble £ € D, \ {0} de mesure positive tels que

62

/ e~ 2u(z wn) Bn1(Z) < ——
Dr-1 |

Wy |?

pour tout w, € E. On peut alors choisir w,, de telle maniere que la suite
w;(+, wy,) converge vers u(-, wy,). L’hypothese de récurrence permet alors
d’affirmer qu’il existe ¢ > 1 avec aussi

2

o € . .
/ 1 e~ 2cuj (2, wn) ﬁn—l(z,) < W, J 2 Jo-
Dn- "

D’apres le théoreme d’Ohsawa—Takegoshi theorem, on peut construire
des fonctions f; holomorphes D™ telles que f;(2’, w,) = 1 et que d’autre

part
& .
2 J Z Jo-

/ |fj‘2672CUj Bn <A
Dn

|wn‘
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On peut alors montrer que pour € < 1/2, I'inégalité |f;| > 1/4 est
satisfaite sur un voisinage w of 0 et qu’ainsi

/ e B, < M, § > jo.

Le reste de la preuve est alors identique a celle que 'on fait dans le
cadre un-dimensionnel. O

. On en vient maintenant a la preuve du théoréme d’analyticité pour
I'indice d’intégrabilité. Un résultat fondamental en ce sens est la semi-
continuité au sens de Zariski (analytique) de 'application x — I (u,x).

Notation 4.2.1 Le sous-ensemble IE.(u) = {x : I(u,z) > c} est
dit sur-ensemble de niveau pour l'indice d’intégrabilité (ou, de maniére
équivalente, sous-ensemble de niveau pour le seuil log-canonique).

Théoreme 4.2.2 Siu € PSH(QY), alors IE.(u) est un sous-ensemble
analytique fermé de £ pour tout ¢ > 0.

Preuve. On note

N,={ze€Q:e" gL} (v)})

loc

Il s’agit d’un sous-ensemble analytique fermé de Q2. En effet, si x € N,,,
alors f(x) = 0 pour toute fonction f de l’ensemble

M, = {f € O(Q) - /Q|f|262“ B, < oo},

ce qui implique N, € N{f~1(0) : f € H,}. L’inclusion dans le sens
contraire résulte du Théoreme d’'Hérmander-Bombieri-Skoda 4.1.1.

Maintenant, comme on a

I[E.(u) = () Nuja;

a<c

la preuve est bien complete. O
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4.3 Le théoreme d’approximation de Demailly

Afin de donner une courte preuve du théoréeme d’analyticité de Siu pour
les nombres de Lelong, nous présentons ici une technique d’approximation
due a Demailly, qui s’avere étre un outil extrémement utile au service de
I’étude des singularités psh.

Définition 4.3.1 Etant donnée v € PSH(S), on considere les idéauz mul-
tiplicateurs

T(mu) = {f € 0(Q) /Q F2e 3, < 00}, m=1.2,...,

comme des espaces de Hilbert a poids H,, = H;nu(2), le produit scalaire
étant

(fvg)m = /g;fge_?muﬁn'

Si {o{™}, est une base hilbertienne de My, alors K, (z) = 32, |o\™(2)|2
est le noyau de Bergman pour H,,, la série ici en jeu étant uniformément
convergente sur tout compact de €2. On note

1
U, = Dpyu = — log K,,, € PSH(Q).
2m
On observe que

1
Um(2) = Esup{log\f(z)\ Sl < 1} (4.3.1)
car K,,(2)"/? est la norme de la fonctionnelle d’évaluation f ~ f(z).

Théoréme 4.3.2 [D92]

(i) 1l existe des constantes C1,Cy > 0 telles que pour tout z € Q et tout
r < dist (z,092),

u(z) = L () < sup u(C) + — log

(4.3.2)
m CEBr(2) m

-

En particulier u,, — u a la fois ponctuellement et dans L} .(Q).

loc
(i)
viu,z) — n < v(tupm,x) <viu,x) Vo e
m
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(iii)

Preuve. Pour f € H,,,

[f(2)]F <

2
/ ’f|2 Bn < ||f||m eQmsup{u(C):CEIBT(Z)}’
B, (z

Tpr2n Tor2n

ce qui, si l'on invoque (4.3.1), fournit la seconde inégalité dans (4.3.2).

Pour prouver la premiere inégalité, on utilise le théoreme d’ Ohsawa—
Takegoshi (plus exactement, le cas particulier ou Y est un point). Plus
précisément, pour tout z € Q et a € C, il existe une fonction f € O(Q)
telle que f(z2) = a et

/|f|2€—2mu6n§A|a|26—2mu(z)'
Q

Si ’on choisit a pour que le membre de droite dans I'inégalité ci-dessus vaille
1, on a donc ||fim||m < 1 et ainsi

1 log |al log C
n(z)> =1 = 08l _ ) — .
unlz) > log|f(2)] = 2B y(z) -
Les assertions (i7) et (i7i) découlent de (7). O

Remarque 4.3.3 Cela vaut la peine de mentionner ici que les fonctions u,,
du Théoreme 4.3.2 controlent non seulement les nombres de Lelong au sens
classique, mais aussi tous les nombres de Lelong directionnels :

v(u,z,a) —m! Zaj < V(tp,x,a) <v(u,z,a) VoeQ, VaeR].
J

De plus, un résultat similaire est vrai pour les types relatifs o (u,,, ¢) relative-
ment a des fonctions-poids psh qui sont exponentiellement Holder continues,
c’est-a-dire satisfont :

e?(®) _ eeW) < O |z — y|*;

voir [RO1], | I, [R13].
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4.4 Sur-ensembles de niveau pour les nombres de Le-
long

Soit T' € D, () et
E(T) ={ze€Q:v(T,z) >c}, ¢>0,

les sur-ensembles de miveau pour les nombres de Lelong de T'.
Comme la fonction z +— v(T,z) est semi-continue inférieurement (pour
la topologie usuelle), tout sous-ensemble E.(T') est fermé.

Proposition 4.4.1 E.(T) est de 2p-mesure de Hausdorff localement finie.

Preuve. On utilise la majoration de la mesure trace du courant 7',
or(Be(z)) > (T, x),

pour conclure que

Hy(K.) < C’limiglfJT(Kc +B.) <
e—

pour les sous-ensembles K. = E.(T)NK, K CC Q. O

L’étape suivante permet de ramener le cas des courants positifs fermés a
celui des fonctions psh :

Théoréme 4.4.2 Etant donné T € D (K2), il existe u € PSH(Q) telle que
v(T,z) = v(u,z) pour tout x.

Esquisse de preuve. On considere le < potentiel canonique >

Ui(e) = =" [ 12 = A0y don(©

ou 7; est une fonction-plateau positive ou nulle a non-negative, lisse et de
support compact inclus dans €2, identiquement égale a 1 dans un voisinage
de Q; cC Q. Ce potentiel canonique est sous-harmonique dans R?", et sa
mesure de Riesz satisfait

1

O'j(l'y'/“) = %/B ( )AUJ = [1 + 0(1)]Tn_17“2n_21/(T,$) + 0(7‘2n_2)
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lorsque » — 0, d’ou il résulte
=v(T,z) Vre.

On peut montrer que dd°U; > —N; dd°|z|?, et donc que
uj(2) = Uj(2) + Ny |2|* + M

est psh et que v(T, z) = v(u;, ) pour tout z € ;. En exhaustant € avec les
(2; on obtient la fonction psh voulue w. O

Voici comment s’énonce le résultat principal de cette sous-section.

Théoréme 4.4.3 (Siu) Si T' € DS (Q) et que ¢ > 0, alors E(T) est un
sous-ensemble analytique fermé de dimension < p de €.

La preuve originelle de Siu (1974) ( développant des résultats de Bombieri
et Skoda) prenait environ 100 pages. Une simplification considérable fut faite
par Lelong (1977) lorsqu’il réduisit le probleme au cas des fonctions psh. En
1979, Kiselman utilisa une technique basée sur I'atténuation des singularités
pour obtenir encore une preuve plus simple pour les nombres de Lelong au
sens classique, puis en 1986 pour les nombres de Lelong directionnels. Ses
idées furent reprises par Demailly qui établit le résultat en 1987 pour les
nombres de Lelong généralisés. Nous donnons ici la plus courte des preuves
connues pour les nombres de Lelong au sens classique, due a Demailly[D92].

Preuve. 1l reste a prouver que pour toute fonction psh u, I’ensemble
E.(u) ={x € Q: v(u,x) >c}

est un sous-ensemble analytique. Soient u,, les approximations de Demailly
de u par des fonctions psh présentant des singularités analytiques. Alors
v(u,z) > c implique

n
V(Up, ) > ¢ — p

D’autre part, si v(u, x) < ¢, alors v(u,,, z) < ¢ pour tout m et par conséquent

n
V(Up, ) < c— —
mo
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pour au moins un mg. Ainsi donc

EC(U): ﬂ chn/m(um»

m>mg

On rappelle que
1 m
tn = g 02 o™ ()

avec des fonctions analytiques al(m). Comme

0%
€ Eepym(ty,) = Ey O’l( )(x) =0 VYa: |of <cm—n,
ZO[

tout sous-ensemble E._, /(1) est analytique, et il en est donc de méme de

E.(u). O

4.5 Théoreme d’analyticité pour les nombres de Lelong—
Demailly

Soit X une variété de Stein (par exemple, un domaine pseudoconvexe
dans C™), et ¢ une fonction continue semiexhaustive psh sur Q x X (ce qui
signifie {(z,2) : p(z,2) < C} CC Q x X pour au moins un C' € R). La
fonction ¢, (z) := (2, x) est un poids psh sur . On note

E.=E.(T,p)={ze€ X :v(T,¢,) > c}.

Théoréeme 4.5.1 [D&7], [D93], | | Siexpp e C(QxX) et est Holder
continue comme fonction de x, alors E. est un sous-ensemble analytique
fermé de X.

Esquisse de preuve.

1. On construit une famille de potentiels psh u,(z), a > 0 dont le com-
portement est déterminé par les v(T), ¢,). Cette version précisée de ce
qui été fait pour les nombres de Lelong au sens classique est justement
ce que l'on appelle la technique d’atténuation des singularités due a
Kiselman.

2. Soit N,y = {z € X : exp{—u,/b} &€ L} (z)}; alors E. = (| Nus, oul
I'intersection est prise ici sur tous les a < ¢ et b < (¢ — a)y/m, v

désignant I'exposant de Holder de ¢ comme fonction de x.

3. Il résulte enfin du théoreme d’analyticité pour les indices d’intégrabilité
que chaque sous-ensemble N, ; est analytique.
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4.6 Analyticité pour les types relatifs

Une approche similaire peut étre conduite pour les sur-ensembles de ni-
veau pour les types relatifs par rapport a des fonctions-poids psh maximales
qui sont de plus Holder continues.

On considére une fonction continue semiexhaustive ¢ € PSH(£2 x ), telle
que 'ensemble {z : ¢(z,2) = —oo} soit fini pour tout = € €2, que (dd°p)" =0
sur {(z,y) : ¢(z,x) > —o0}, et que p soit de plus Holder exponentiellement
continue en x.

Il en résulte alors que @, (z) := ¢(z, x) est une fonction-poids satisfaisant
(dd®p,)™ = 0 hors de ¢, '(—00). On peut alors montrer que la fonction z
A(u, gz, ) =sup{u(z) : p.(z) <r}est psh [D85, Thm. 6.11].

En utilisant le changement d’échelle ¢ — cp, ¢ > 0, on peut se ramener
a prouver que les sous-ensembles

S1(u, 0, Q) ={x € Q: u(z) <p(z,2)+O(1) as z — x}
sont analytiques.

Théoréme 4.6.1 [R09] Soit ¢ € PSH(2 x Q) satisfaisant les conditions ci-
dessus. Alors pour toute fonction w € PSH(2), le sous-ensemble Sy (u, , )
est analytique.

Ceci peut s’appliquer a la propagation des singularités analytiques du
type suivant.

Corollaire 4.6.2 [R09] On suppose que les ensembles de zéros A; des fonc-
tions fi,..., f, € O(), ¢ < n, définissent une intersection compléte, ce qui
signifie codim Z = ¢, ot Z = N;A;. Si une fonction u € PSH(Q) satisfait

u <log|f|+ O(1) (4.6.3)

sur un ouvert w intersectant toutes les composantes irréuctibles Z dans §2,
alors elle satisfait (4.6.3) sur Q@ tout entier.

Preuve. On peut se ramener au cas ou u est strictement négative et aussi
supposer qu’il existe des fonctions fi1,..., fn € O(Q) telles que pour tout
z € Q le sous-ensemble analytique {z : f;(z) = f;(z), 1 < j < n} soit
fini. Notons f' = (f1,...,f;) et f" = (fy+1,--., fn), de maniere a ce que
lestimation (4.6.3) se lise u < log |f'| + O(1).
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Pour m > 0, on pose

pm (2, x) = max{log(|f'(z) — f'(2)|, mlog|f"(z) — f"(2)I}.

Cette fonction satisfait les hypotheses du Théoreme 4.6.1, et par conséquent
S1(u, pm, ) est un sous-ensemble analytique fermé de €2 tel que

S1(t; s Q) Nw D Slog | f], m, Q) Nw.

Il contient donc toutes les composantes irréductibles de S (log | f'|, ¢m, 2), et
par conséquent le sous-ensemble analytique Z.
Etant donné a € Z, on peut supposer que

D={zeQ: pi(r,a) <0} CC Q.

Alors u < @, (z,a) sur D parce que la fonction ¢,,(x,a) est justement la
plus grande fonction négative psh v sur D telle que o (v, ¢,,) > 1. En faisant
tendre m vers l'infini, on obtient v < log|f’| in D. O

4.7 Formule de décomposition de Siu

L’importance du théoreme fondamental de Siu peut étre illustrée par des
formules relatives a la structure des courants positifs fermés.

Définition 4.7.1 Soit A un sous-ensemble fermé irréductible de €2, de di-
mension p. Le nombre de Lelong générique de T € Dy (§2) le long de A est
par définition

v(T,A) :=inf{v(T,z) : z € A}.

Le théoreme d’analyticité de Siu implique que v(T', A) = v(T,x) pour tout
x € A hors d’'un sous-ensemble analytique fermé propre A’.

On note x4 la fonction indicatrice du sous-ensemble analytique fermé A :
xa(z) =1sixz € Aet xa(x) =0 sinon.

Proposition 4.7.2 4T = v(T, A) [A].
Preuve. On observe que xAT € D,y (). En effet x4aT =T — xauT > 0 et

xa\aT est fermé en vertu du Théoreme 2.1.8 (car c’est I'extension standard
de T au travers de A). Comme x47 est de bidimension (p,p) et est de
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support inclus dans un sous-ensemble analytique fermé A de dimension p,
il est nécessairement de la forme x 47 = A[A], ot A est une fonction positive
localement intégrable sur Reg A (il s’agit 1a d’'un fait général de la théorie
des courants). Comme y 47 est un courant positif fermé, A est une constante
positive ou nulle. On a de plus au final A = v(T, A) car v(\[A],z) = v(T, A)
pour tout z € A\ A’ O

Théoréme 4.7.3 (la formule de Siun) Pour tout courantT' € Dy (), il existe
une unique décomposition

T =Y XN[A]+R, (4.7.4)

ou \; > 0, chaque [Aj] est un courant d’intégration sur un sous-ensemble
analytique fermé irréductible A; de dimension p, et R € D;F(Q) est tel que
dim E.(R) < p pour tout ¢ > 0. Les nombres \; sont de plus les nombres de
Lelong génériques de T' le long des sous-ensembles analytiques fermés A;.

Preuve. Soient {A;} la collection (au plus dénombrable) des composantes
irréductibles de dimension p des sous-ensembles analytiques

{EC(T)}06@+7

et soit \; = v(T', A;). Alors la suite de courants Then the sequence of currents
R1 =1 — )\1[141] € D;(Q), RQ = Rl - )\2[142] € ’DZF(Q),

converge en décroissant vers un courant R € D;r (€2), ce qui fournit la décompo-
sition (4.7.4). De plus dim E.(R) < p pour tout ¢ > 0 car on a (R, A;) =0
pour tout j. O

Des composantes de dimension strictement inférieure a p peuvent fort
bien apparaitre dans E.(R), toutefois x4R = 0 pour tout sous-ensemble
analytique fermé A de dimension p.

4.8 Formule de King—Demailly

On peut spécifier la formule de Siu concernant la décomposition structu-
relle des courants positifs fermés au cas ou T = (dd€log | f|)?,

f=0f1,.. fy) 12— C1
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étant une application holomorphe. Soient {A;} les composantes irréductibles
de Ay = f71(0). On considére u = log | f|. Si codim A; = min; codim A; > I,
alors (dd°u)! est bien défini.

Lorsque I'on travaille avec les applications holomorphes f telles que codimAy =
p, il est commode de considérer les chaines holomorphes qui leur corres-
pondent, c’est-a-dire les courants

Zy = ij [A;],

ou l'on se limite dans la somme seulement aux les composantes irréductibles
A; de codimension p du sous-ensemble analytique fermé Ay et ou l'entier
m; € Zy figurent la multiplicité générique de f le long de A; (c’est-a-dire
aussi le nombre de Lelong générique du courant (dd°log |f|)? le long de A;,
on expliquera un peu plus loin pourquoi il s’agit de la méme chose).

Le résultat suivant (d’abord établi par King dans le cas ¢ = p < n, voir
[ |, et ensuite étendu par Demailly [D&7], | | pour le cas général)
permet de repésenter les chaines holomorphes comme les contributions sin-
gulieres dans la décomposition de Siu de courants de Monge-Ampere.

Théoréme 4.8.1 (la formule de King-Demailly) Soit f : Q@ — C? une ap-
plication holomorphe, telle que l'on ait codim Ay = p. Alors, pour { < p,
les courants (dd®log |f])! et log |f|(dd¢log |f|)! sont & coefficients localement
intégrables et

(ddlog|f|)" = Z; + R, (4.8.5)

ot Zy est la chaine analytique correspondant a f et R € D;{,I,(Q) est tel que
xa, R =0 et que les sous-ensembles analytiques fermés E.(R), ¢ > 0, sont
de codimension au moins égale a p+ 1.

Preuve. Pour | < p, les courants (dd®log|f])! et log|f|(dd®log|f])! sont
bien définis sur € et leurs restrictions a Q \ Ay sont & coefficients C'*;
comme dim Ay < n — [, ils ne peuvent charger A;. Par la formule de Siu
(Théoreme 4.7.3),

(ddlog [ f)? =D N[Aj] + R,
J

ou A; > 0 est le nombre de Lelong générique de (dd®log |f|)? le long de A;.
Nous allons montrer bientot que ce nombre est aussi la multiplicité générique
m; de f le long de la composante irréductible A; de A;. O
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Exemples 4.8.2 Quelques cas particuliers :

1. Le cas p = ¢ = 1 : aucune condition sur les A; n’est dans ce cas requise,
R =0, et 'on a donc I'équation de Lelong-Poincaré

dd°log |f| = Z;.

2. Lecas p=¢q <n: R =0 car dans ce cas la restriction de log|f| a tout
sous-espace de dimension p est une fonction maximale psh sur L\ A
et par conséquent (dd®log |f])? = 0 hors de A;. Cela donne la formule
de King | ]

(dd°log | f])* = ij[Aj] = Zy.

4.9 Nombres de Lelong et multiplicités

Nous avons vu que le nombre de Lelong de dd°log |f| pour une fonction
holomorphe f : 2 — C en un point x € 2 vaut la multiplicité du zéro de f
en z, et est dans ce cas l'ordre d’annulation de f en z (le degré minimal des
moomes dans le développement de Taylor de f au voisinage de x). Pour les
applications holomorphes a valeurs dans CY, la multiplicité en un point est
définie de maniere différente.

Dans la situation la plus simple, celle on ¢ = p = n (p désignant la
codimension de I'ensemble A; des zéros de f au point x), f se présente
comme un revétement fini d’un voisinage Uy de 0 par un voisinage V,, de x et
la multiplicité de f en x est juste le nombre de feuillets comme multiplicité
d’une application équidimensionnelle. En d’autres termes, il s’agit du nombre
générique de solutions y € V, a 'équation f(y) = a, a € B..

Lorsque g > n et que la codimension p de f en z est égale a n, la multi-
plicité de f en x est celle de 'application f’: 2 — C™ dont les composantes
sont des combinaisons linéaires génériques des composantes de f.

Lorsque p < n, on considere les restrictions de 'application f aux sous-
espaces de dimension p génériques passant par x et on définit la multiplicité
en r de f comme la multiplicité en x de la restriction a un tel sous-espace
p-dimensionnel générique.

Théoréme 4.9.1 Si la codimension de l’ensemble des zéros Ay de f en x
vautp, alors v((dd®log |f|)?, x) €gale la multiplicité de f en x.
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Preuve. Ceci se vérifie aisément dans le cas ou f : Cfj — C{ et p =n, c’est-
a-dire le cas oll x est un point isolé de f~1(0). Soit s le nombre de feuillets
du recouvrement. Alors

v((dd log | f1)", x) = (Vi log | f1) = v(£.[V4],0) = s (U], 0) = s.

La réduction du cas général a ce cas particulier est un peu technique et nous
en omettrons les détails. 0

On note aussi que Ay est l'intersection des ensembles des zéros Ay, des
composantes fi de f. A cette observation correspond dans lecas p=q¢ < n
une représentation de la chaine holomorphe Z; comme produit d’intersection
des diviseurs des composantes f; de 'application f. Posons u; = log]| fx|.

Théoreme 4.9.2 Si les lieux de zéros Ay, satisfont les conditions
dimA; N...NA4;, <n—-—m
pour tous les m-uplets (ji,. .., jm) avec m < q, alors
ddui N ... Ndd“ug = Zj.
Preuve. Suivant 1'équation de Lelong-Poincaré, dd‘uy, = Zy, , et donc
dduy A ... Nddug = Zy N... N Zy,.

Ce courant étant supporté par Ay, il est de la forme Zj a;[A;j], ou les A;
sont les composantes irréductibles Ay (toutes de dimension n —¢q) et a; > 0
est la multiplicité d’intersection de Zy,, ..., Zy, le long de A; (on prouve ceci
par récurrence sur ¢). Comme on le sait en théorie de 'intersection, a; est
précisément la multiplicité générique de ’application holomorphe f le long
de Aj. O

5 KEvaluation des masses résiduelles de Monge-
Ampere

Calculer les nombres de Lelong de fonctions psh est une tache relativement
facile, tandis que le calcul des nombres de Lelong des courants de Monge-
Ampere (dd“u)™ s’avere, lui, beaucoup plus compliqué. Méme dans le cas ou
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u = log |f|, ou f est une application holomorphe a valeurs dans C? (ce qui
revient dans ce cas au calcul des multiplicités d’applications holomorphes),
il n’existe en général pas de formule disponible et il faut se contenter d’< es-
timations > qui peuvent devenir des égalités seulement sous des hypotheses
de généricité.

Il n’est pas possible de trouver une estimation supérieure pour la masse
résiduelle v((dd°u)™,x) en termes de v(u,z). Néanmoins, on ne sait pas,
semble-t-il, s’il existe une fonction psh de nombre de Lelong nul en un point
x, mais pourtant de masse résiduelle de Monge-Ampere non nulle en ce point.

Pour ce qui est des estimations inférieures, une estimation standard (conséquence
du théoreme de comparaison de Demailly) est

v((ddu)™, z) = [v(u, 2)]",

ce qui est loin d’étre une égalité & moins que u(z) ne soit essentiellement
clog |z—z|. Des relations plus précises peuvent étre obtenues si I’on utilise des
caractéristiques plus fines du comportement local des fonctions au voisinage
de leurs singularités, par exemple les nombres de Lelong directionnels. On
obtient ainsi en particulier des relations sur les multiplicités en termes des
polyedres de Newton des composantes des applications holomorphes.

Cette section est basée sur | | et [R00]. Pour une présentation agréable
de l'opérateur de Monge-Ampere réel, voir | ]. Les théoremes de Kushnirenko-
Bernstein sont présentés dans | 1 [ ]

5.1 Réduction aux indicatrices locales

On prendra ici x = 0 et on considerera les nombres de Lelong au sens
classique en ce point des courants de Monge-Ampere (dd°u)™ ainsi que des
courants de Monge-Ampere mixtes dd‘u; A ... A dd°uy. Un outil de base
sera une fois encore le théoreme de comparaison de Demailly, qui implique le
résultat suivant : supposons les courants de Monge-Ampere ddui A. . . Addu,
et dd°vi N\ ... Ndd°vy avec 2 < g < n bien définis et

lim sup (2) =l <o 1<k <qg
20 Uk(2)
alors
v(dduy A ... ANddug, 0) <Iy...l,v(dd°vy A ...\ ddvg,0). (5.1.1)
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Du fait que ug(z) < v(ug,0)log|z| + O(1), on en déduit
v(ddui A ... Nddug,0) < v(ug,0)...v(ug,0). (5.1.2)
Pour disposer d'une borne plus précise, choisissons v, = ¥, , indicatrice

de uy en 0. On rappelle que l'indicatrice ¥,, de u € PSH est une fonction
psh torique dans le disque unité, définie comme

U, (2) =y (log|z1], ..., log|za]),

ou YP,(s) = —v(u,0,—s), s € R", et v(u,0,a) sont les nombres de Lelong
directionnels.
Comme u < ¥, 4+ C' au voisinage de 'origine, (5.1.1) implique le :

Théoréme 5.1.1 Siddu; A ... ANdd°uq est bien défini au voisinage de l'ori-
gine, alors
v(dduy A ... Nddug, 0) > v(ddV,, A...AddV,, ,0).
Pour u € L. (2\ {0}), Popérateur (dd°u)™ est bien défini, et le nombre
R, = v((ddu)",0)

est la mesure résiduelle de (dd°u)™ en 0. Dans pareille situation, ¥, est une
fonction psh maximale dans D" \ {0} et ainsi, du fait du Théoréeme 2.3.1,
(dd“¥,)" =0 dans D \ {0}. Il en résulte

(ddW,)" = N, do
avec
N, =Ry,
qui est appelé nombre de Newton de u en 0 (cette terminologie sera justifiée
bientot).

Corollaire 5.1.2 Siu € PSH(2) N L. (2\ {0}), alors Ry, > N,.

Plus généralement, soit {u} un n-uplet de fonctions psh uy, ..., u, dans ).
Si le courant de Monge-Ampere dd“ui A. .. Addu,, est bien défini au voisinage
de 0, alors sa masse résiduelle en 0

R{u} = (ddcul VAP ddcun)(O)

est minorée par
Riuy 2 Nuy,

ol
N{u} = R{\pu} = (ddC\I’ul VANPIRAN ddc\I/un)(O).
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Pour faire entrer tout ceci dans des raisonnements, il convient donc de
chercher de bonnes estimations pour les nombres de Newton.

5.2 Interprétation géométrique : volumes

Des estimations plus fines peuvent étre déduites de calculs précis des
masses résiduelles de Monge-Ampere des fonctions indicatrices en jeu. Ceci
se fait en se plagant dans le cadre de 'opérateur de Monge-Ampere réel.

Définition 5.2.1 Soit U une fonction psh torique dans le polydisque unité,
c’est-a-dire U(z) = U(|z1], ..., |2zn]) € PSH(D"). Alors la fonction

B(t) = Ulexp(ty), ... exp(ta), t€ R,
est convexe en t et croissante en chaque t;. C’est 'image convexe de U.

Supposons de plus que u € L>®(D™). Des calculs élémentaires montrent
que
(dd°U)" = nl(2m) "MAg[h]df, z, = exp{t; + b},

ot MAg est opérateur de Monge-Ampére réel*. Si h est de classe C?

0?h
M.ARVL] = det <8t]~8tk) dt,

et cette définition s’étend, au sens operateur a valeurs mesures, a toute fonc-
tion convexe h. De plus,

MAR[R](F) = Vol(Gy(F)) (5.2.3)

pour tout borélien F CC R”, ou

Gu(F) = | J{a e R": h(t) = h(t°) + (a,t — 1°) V¢ € R"}

t0ecF

est le gradient image de F pour la surface & = h(t).

Terminologie et preuve viennent ici du cadre des fonctions convexes lisses
ou MAg[h] vaut le déterminant jacobien Jy; de 'application gradient Vh,
Gn(F) = Vh(F), et 'équation (5.2.3) est juste la formule de changement de
variables.

4. Pour un panorama complet de opérateur de Monge-Ampere réel, voir | ]
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Ainsi, pour tout sous-ensemble borélien, n-cerclé (ou encore torique, ou
bien Reinhardt) F CC D" et son image logarithmique

log E ={t € R" : (expty,...,expt,) € E},

on a

(dd°U)"(F) = n!' Vol G (log E).

Définition 5.2.2 On dit que ¥ € PSH_(D") est une indicatrice (virtuelle)
si W est une fonction torique dont I'image convexe

B(t) = B(exp(t), .., exp(tn))
est positive homogene, c’est-a-dire vérifie 1(ct) = ci)(t) pour tout ¢ > 0.

En d’autres termes, 1 est restriction a R™ de la fonction support d’un
sous-ensemble convexe de R’ :

Y(t) =sup{(a,t) :a €y}, t € R",

ou
'y ={a eR? :(a,t) <Y(t) Vt e R" }. (5.2.4)

On note, étant donnée une telle indicatrice ¥, U = max{¥, —1}. Alors le
courant (dd°U)™ est supporté par Ey = {z : U(z) = —1}, et 'on a

Gr(log By) =R} \ I'y.
De plus, si ¥ € L (D" \ {0}), alors
(dd°U)"(D") = (dd°¥)"(D") = Ry.
Pour tout sous-ensemble convexe I' de R’} qui de plus est complet au sens
ou '+ R} CT, on appelle
Covol(I') = Vol(R", \ T),
le covolume of T'. On a alors la :

Proposition 5.2.3 La masse résiduelle de Monge-Ampere d’une fonction
indicatrice (virtuelle) U e Lo (D™ \ {0}) est

loc

Ry = n! Covol(T'y),
ou 'y est défini en (5.2.4).
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Quand ¥ =V, on a
Iy =T, :={aecR} :v(u,0,a) <(a,b) Vb € R} }. (5.2.5)
Alors le Corollaire 5.1.2 nous donne le :

Théoreme 5.2.4 Si u a une singularité isolée en 0, alors

R. > N, = n!Covol(I',). (5.2.6)

Pour calculer la masse résiduelle de 'opérateur de Monge-Ampere cette
fois mixte d’indicatrices, on considere 1’(unique) forme (dite polarisation de
Covol)

Covol (I',...,I)

sur les n-uplets de sous-ensembles convexes complets I'y,...,I', de R} qui
soit multilinéaire par rapport a I’addition de Minkowski et telle que pour tout
convexe complet I' de covolume fini, on ait Covol (', ..., I") = Covol (I'). On
peut montrer qu'une telle forme polarisée est bien définie sur les n-uplets
I'y,..., Iy de convexes complets dont I'union U;I'; a un covolume fini.

Théoreme 5.2.5 Soit {u} = uy,...,u,. Siddui\.. . Nddu, est bien défini,
alors
Ry = n! Covol(T'y,, ..., T'y,).

On observe que si u = log |z, alors I', = A® := {a € R} : >, a; > 1},
c’est-a-dire le complémentaire du simplexe standard. Il en résulte que dans
le cas ou {u} = uy,...,u, est un g-uplet avec 1 < ¢ < n, tel que le courant
de Monge-Ampere dd“u; A ... A ddu, soit bien défini, on a la minoration

Ry = n!Covol(Ty,, ... Ty, A% ... A%,

5.3 Application au cadre des applications holomorphes :
polyedres de Newton

Pour une fonction u = log|f| associée a une application holomorphe
f:Cy — C{ (¢ > n) présentant un zéro isolé en 0 la masse résiduelle de
Monge-Ampere R, de (dd“u)” en 0 est la multiplicité m; de f a 'origine.
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Quand ¢ = n et que les ensembles des zéros des composantes de f s’in-
tersectent proprement, 'inégalité (5.1.2) nous donne la minoration

mfszl...mf

n

faisant intervenir les multiplicités en 0 des diveres composantes de 'applica-
tion f, ce qui constitue une variante locale du théoreme de Bézout.

Comme on 'a vu dans (1.6.12), U'indicatrice de u = log|f| (attachée a
une application holomorphe f) se calcule comme

U, (2) = sup {log|z’|: J € wo},

ou wy C Z7 est la collection des multi-indices J tels que 27 est affecté d’'un
coefficient non nul dans le développement de Taylor au voisinage de 1’origine
d’au moins une des composantes f; de f. Par conséquent, son image convexe
1, se représente comme

Yo (t) = sup{(t, J) : J € wp}.

Ceci signifie que le sous-ensemble '), (5.2.5) est I'enveloppe convexe fermée
de I'ensemble wy, que 'on connait comme le polyedre de Newton pour 'ap-
plication f en 0. Ainsi, comme cas particulier du Théoreme 5.2.4, on retrouve
la minoration

mys > n! Covol(I'y)

obtenue dans le cas ¢ = n par Kushhnirenko (1975) en faisant appel a des
techniques a la fois analytiques et algébriques. La spécification correspon-
dante du Théoreme 5.2.5 donne un résultat du type Kushnirenko-Bernstein.
On note que pour les applications holomorphes f a valeurs dans C? avec
g < n et ensemble de zéros de codimension ¢, le Théoreme 5.2.5 fournit la
minoration
my > n! Covol(Ty,, ..., I\, A% ... A%,

ot u; = log|fj|, les sous-ensembles I',, sont les polyedres de Newton des
fonctions f; en 0, et A°={a € R} : >, ap > 1}.

Ainsi, les méthodes de la théorie relevant du pluripotentiel se révelent
assez puissantes pour produire, de maniere a la fois simple et unifiée, des
estimations efficaces pour les multiplicités des applications holomorphes.
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6 Questions ouvertes

On donne une liste de juste quelques problemes ouverts relatifs aux sigu-
larités psh.

Si u € PSH, a en z une singularité isolée, alors (ddu)"(z) > [v(u,x)]",
tandis qu’aucune inégalité dans 'autre sens n’est envisageable. Pour s’en
convaincre, il suffit de prendre u = max{klog|z|,log|z2|}, k > 0, avec alors
v(u,0) =1 tandis que (dd°u)"(0) = k.

Question 1 (Le Probleme de l'annulation du nombre de Lelong [V. Gued;,
A. Rashkovskii, 1999]) : L’implication

(P1) viu,x) =0 = (dd°u)"(x) =0

est-elle valide a partir du moment ot (dd“u)"™ est bien défini (par exemple,

si u est localement bornée en dehors de z) 7 (il s’agit de la question 7 dans
[ D

Ceci est vrai (grace au théoreme de comparaison de Demailly) lorsque u
est ainsi minorée :
u(z) > cloglz — x|+ O(1) (6.0.1)

for some ¢ > 0. Du fait de I'inégalité de Lojasiewicz, toute application holo-
morphe f présentant un zéro isolé en x satisfait

[f () = |z — =]

pour au moins un v > 0. Ainsi les fonctions psh a singularités analytiques se
plient & la minoration (6.0.1).

On peut montrer que si u est une fonction psh localement bornée hors
de z, il existe une fonction psh v maximale hors de x et telle que v(v,x) =
v(u,z), (ddv)™(x) = (dd°u)"(z).

Question 2 : Existe-t-il v € PSH(Q) N LS. (Q2\ {z}), maximale dans Q\ {z}

et telle que
u(z
lim sup (2) _ oo?

s loglz—x|

On peut envisager la question 1 en approchant u par des fonctions u,, a
singularités analytiques (suivant I'approximation de Demailly, Théoreme 4.3.2)
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pour lesquelles I'assertion (P1) est vraie. On sait effectivement que v(uy,, z) —
v(u, z), mais par contre il n’est pas clair que les masses résiduelles de Monge-
Ampere des u,, en x convergent vers celle de u en ce point.

Question 3 (Demailly) : Est-il vrai que (dd“u,,)"(x) — (dd“u)"(x) ?

On trouvera plus d’informations en relation avec ces questions dans [2 16].
D’autres problemes ouverts relatifs aux singularités psh et a des sujets afférents
(incluant les fonctions quasi-psh) sont présentés dans | ].
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