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§1. La notion d’amibe et comment elle est née

§1.1. Définitions de ’amibe et de la coamibe

La notion d’amibe est apparue a la fin du XX¢ siecle aux fins de < visua-
liser > une surface complexe. On trouve pour la premiere fois la définition
de I'amibe d’une hypersurface algébrique des 1994 dans le célebre traité de
Gelfand-Krapanov-Zelevinski [12]; il est apparu trés tot que ce concept
s’avere étre fondamental. Il a joué un role significatif dans le développement
de la géométrie tropicale et trouvé nombre d’applications importantes en
théorie asymptotique, en thermodynamique, en théorie des dimeres et en
biologie computationnelle.

Il est hautement surprenant que le caractere fondamental de ce concept I'a
fait apparaitre dans des travaux antérieurs, par exemple en relation avec les
développements de Laurent des fonctions rationnelles ou lors de la description
des < positions limites > des ensembles algébriques [5], 1973). Il est apparu
ensuite que la théorie des amibes constitue un outil effectif pour I’étude de
la distributions des zéros des polynomes en plusieurs variables, du fait que
le comportement de la < fonction de décompte > donnée par l'intégrale de
Jensen-Ronkin pour un polynome est donnée essentiellement par la structure
de I'amibe de I’hypersurface des zéros de ce polynome.

Retournons d’abord a la visualisation des surfaces complexes. Le premier
pas dans cette direction remonte a Reinhardt qui proposa de considérer la



surface 2-dimensionnelle (complexe) C? en termes des <« coordonnées abso-
lues > |21],|22]. En ces coordonnées, I'espace C? en quatre variables réelles
est figuré comme un quadrant du plan, dit diagramme de Reinhardt, voir la
figure 1.1.

Prenons comme exemple la description de la droite complexe 1+ 21 + 20 =0
sur le diagramme de Reinhardt. Si 'on exprime les inégalités du triangle
pour chaque paire de nombres complexes pris dans la liste {1, z1, 20} lorsque
14 21 + 29 =0, on trouve :

|22] = [14+21| < 14|21, |z1] =142 < 14|2], 1= |z1+2] < |z|+]2]

Il en résulte que les valeurs absolues r; = |z;| des coordonnées des points
(21, 29) appartenant a notre droite satisfont le systeme d’inégalités :

1+T12T2, 1+T22T1, T1+T221.

Ce systeme définit un rectangle non borné comme sur la figure 1.2. Pour
chaque point (r1,72) de ce rectangle, on peut trouver un triangle dont les
longueurs des cotés valent respectivement 1, 71,79 (voir la figure 1.2). Plagons
ce triangle dans le plan complexe C; (la variable complexe y est notée t) de
maniere & ce que il ait t = 0 et ¢ = 1 parmi ses trois sommets. Si (ry,rs)
est un point intérieur au rectangle, il y a deux tels triangles (voir la figure
1.3.). 11 est maintenant clair quels sont les points de la droite complexes se
projetant en (r1,79) : ce sont le vecteur (21, 22) et son conjugué (zi, Zs) tels
qu’ils sont représentés sur la figure 1.4.

Ainsi donc une droite complexe se projette sur le diagramme de Reinhardt
comme un rectangle non borné (voir la figure 1.2.). Chaque point intérieur de
ce rectangle est image de deux points (21, 22), (21, Z2) de la droite (conjugus)
tandis qu’un point de la frontiere du rectangle est image d’un seul point a
coordonnées réelles ; les deux conjugués ne font plus qu'un seul en ce point.

Apres un passage a ’échelle logarithmique sur les axes
(r1,m2) — (logry, logry),

le rectangle devient une figure comme sur la figure 1.5, figure que 'on appelle
< amibe > de la droite complexe. On a convenu de choisir le qualificatif amibe
car lorsque C' est une courbe complexe dans C? d’équation f(z1, z2) = 0 (de
degré grand) et que 1'on considere sa projection par

(21, 22) = (log |21, log [2]),



1= |Z2| e |2’2|

= |z

— 1=l |

Fig. 1.1 : Le diagramme de Reinhardt ; Fig. 1.2 : une droite complexe projetée
sur le diagramme de Reinhardt
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Figures Fig. 1.3. et Fig. 1.4.



Fig. 1.5 : amibe d’une droite complexe.

I'image de I'hypersurface définie par f est une figure présentant des tenta-
cules de resserant a l'infini, présentant (éventuellement) un nombre fini de
< trous ». Ainsi ’amibe d’une courbe complexe se met a ressembler a une
amibe biologique (voir la figure 1.6).

Un tel argument pour une courbe complexe nous conduit naturellement
a introduire la définition de notre principal objet. On rappelle ici que les
ensembles algébriques complexes sont décrits par des systemes d’équations
algébriques.

Définition 1.1. On appelle amibe d’un ensemble algébrique V' C (C\ 0)"
son image par la projection
Log: (C\0)" — R"
donnée par
LOg : (217 s JZ'I’L) — (log |Zl|7 cee 710g |Zn|)

L’amibe de I’ensemble V' est notée Ay. Si V est une hypersurface donnée
comme le lieu des zéros d'un polynome f(z) = f(z1,...,2,) on notera aussi

I'amibe de V' Ay = Ajy.

On observe que le complémentaire dans R? de ’amibe d’une droite complexe
de C? consiste en un nombre fini de composantes connexes, toutes ouvertes
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Fig. 1.6. Amibe d’une courbe complexe dans C?

et convexes. En fait, cela reste vrai pour 'amibe de toute hypersurface V' =
{f(z) =0} : le complémentaire dans R" \ Ay de 'amibe d’une hypersurface
Ay consiste en un nombre fini de composantes connexes, toutes ouvertes et
convexes.

Le fait que le complémentaire de "amibe soit ouvert (ou que I'amibe soit
fermée) vient du fait que I'application Log est propre : la pré-image d'un
point de R™ est un tore réel n-dimensionnel de (C*)", qui est compact. Nous
allons voir bientot que chaque composante connexe u complémentaire R™\ Ay
est convexe.

Notons que les composantes connexes du complémentaire de 'image d’une
hypersurface par projection sur le diagramme de Reinhardt ne sont pas
nécessairement convexes, comme on le voit avec ’exemple suivant de 1’hy-
perbole complexe

Z1R%9 — 1=0.

La projection sur le domaine de Reinhardt est la branche d’hyperbole réelle
rirs = 1 et son complémentaire est constitué de deux composantes, celle
qui se trouve au dessous de cette branche d’hyperbole n’est pas convexe.



Cependant, 'amibe de I’hyperbole est une droite du plan, son complémentaire
est constitué de deux demi-plans ouverts, bien stir convexes.

On note aussi que 'application Log impliquée dans la définition de ’amibe
est la partie réelle du logarithme complexe

LOgComplex(’z) = LOg(’Z) + ZAYg(Z)

Ainsi, 'amibe de I'ensemble V' C (C\ 0)" est la projection (surjective) sur
le sous-espace des parties réelles de 'image de V' (exprimée dans 1’échelle
logarithmique). On pourrait tout aussi bien considérer la projection sur le
R-espace des parties imaginaires. De cela résulte la notion de co-amibe de V.

Définition 1.2. La co-amibe d’un sous-ensemble algébrique V- C (C\ 0)"
est l'image de V' par Uapplication Arg : (C\ 0)" — R" donnée par

Arg: (z1,...,2,) — (argzy, ..., arg z,). (1.1)
On notera la co-amibe de V' par co—Ay .

Exemple 1.1. Clarifions ici a quoi ressemble la co-amibe de la droite com-
plexe V.= {z; + 2o + 1 = 0} de (C*)?. On voit aisément qu'un point
(21,22) = (11", 19¢?2) (on suppose ici que —7 < 6; < 7, j = 1,2) ap-
partient a V' si et seulement si

|0y — 02| <7 or 0= (xm, £7), (£7,0), (0,£m).

Une fois réalisé les < collages > bord a bord de la frontiere du quadrant
[—m, )%, on obtient un tore réel bi-dimensionnel sur lequel la co-amibe de
de V' consiste en deux triangles dont seulement trois points frontiere appar-
tiennent a co—Ay .

§1.2. Amibes et séries de Laurent

On considerera dans cette sous-section amibes et co-amibes d’hypersur-
faces, ce qui signifie que V est donnée par une seule équation algébrique
f(z) = 0. Dans les pré-images (via Log) des composantes connexes du
complémentaire de 'amibe ou de la co-amibe, vit la fonction rationnelle 1/ f.
Dans chacune de ces composantes connexes, cette fonction rationnelle 1/ f
admet des approximations naturelles en termes respectivement



0y = arg zo

—T T 0 =arg

Fig. 1.7. Co-amibe de z; + 2o + 1

— de séries de Laurent (en les puissances 2 de z, a € Z";
— d’intégrales de Mellin.

La fonction rationnelle 1/f se développe en série de Laurent

ou les coefficients ¢,, a € Z", sont donnés par les formules intégrales

1 1, dz dz dz dzy,
Co = , 27—, avec— = — NA--- A —. (1.2)
(2mi)" f(2) z z 2 Zn

Log™!(x)

Iei x = (x1,...,2,) doit étre choisi dans le complémentaire de 1'amibe et
Log™~!(x) est le n-cycle correspondant, convenablement orienté dans la variété
T\ V (T = C*); 'orientation que I'on convient toujours de prendre est celle
pour laquelle darg(z;) A -+ A darg(z,) > 0 sur Log™'(x). On observe ainsi
que le coefficient ¢, dépend seulement du choix de la composante connexe
particuliere de R™ \ Ay dans laquelle on a choisi le point x : en effet, si x et y
sont dans une méme composante connexe de R™\ Ay, alors les deux n-cycles
Log™!(x) et Log™'(y) sont clairement homologues dans T™ \ V. On rappelle
ici un résultat de [12]. Voir aussi [10] et [20].

Théoréme 1.1. Les composantes connexes du complémentaire R™ \ Ay de
I’amibe d’une hypersurface sont convexes et sont de plus en correspondance
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bi-univoque avec les différentes séries de Laurent possibles (en les monomes
2%, donc centrées a l'origine) que l'on peut envisager (dans les domaines
de convergence ad-hoc, en fait les images réciproques de ces composantes
connezes), pour la fonction rationnelle 1/f.

La convexité des composantes connexes de R™\ A résulte d'un fait général :
les domaines de convergence des séries de Laurent centrées a l’origine sont
exactement les ouverts de T" logarithmiquement convexes, c’est-a-dire les
sous-ensembles de la forme Log ' (E), ot E est un domaine convexe de R™.

L’intégrale (1.2) ci-dessus s’interpréte comme le résultat d'une transformation
de Fourier inverse F~![1/f] sur le tore réel Log™'(z). En accord avec ce fait,
la série o joue le role de série de Fourier et 1/f se représente donc dans la
composante connexe fixée comme 1/f = F F 1/f].

§1.3. Co-amibes et transformées intégrales < en puis-
sances > de Mellin

La fibre Arg™'(6) de 'application Arg définie en (1.1) est isomorphe & R”.
Ainsi, en complete analogie avec la transformation de Fourier, on se doit de
considérer une intégrale sur la fibre R . De telles intégrales sont précisément

fournies par la transformation intégrale de Mellin < en puissances > .

Ainsi, étant donné un point ¢ € R"™ \ co—Ay (on suppose donc que  appar-
tient a l'une des composantes connexes F,, of R™\ co—Ay d’intérieur non vide
F?), on peut considérer I’évaluation d’une certaine transformée de Mellin de

1/f en ¢ comme
dz

vyn©o - | 5%

ef-R7
ot € - R" est un translaté par multiplication de (R™)™, soit
e R = {(re®, ... re®) e C" i r e R}
Il résulte du théoréme de I. Antipova [2] que 'on a
1 1 1 1
— M*lMH S / MH ¢)z=%d¢, =z € Arg Y (F°
7 7]~ iy 71 )

a+iR"™

(1.3)

1. Terminologie ajoutée lors de I’exposé.



ou

acU, ={uecR":1/f(z) =O0(z™") in Arg ' (F2)}.

Nous pouvons maintenant formuler en écho au Théoreme 1.1 le résultat sui-
vant. On note pour cela T" = [—m, 7|"/ ~ le tore réel n-dimensionnel.

Théoréme 1.2. Soit V' wune hypersurface algébrique dans T™. Alors le
complémentaire T" \ co—Ay de la co-amibe de V' dans T™ consiste en
un nombre fini de composantes connexes {F,} telles que les ouverts Fy,
lorsqu’ils sont non vides, sont convexes. La famille de tous les intérieurs
non vides F; de ces diverses composantes connexes est en correspondance
bi-univoque avec les représentations possibles du type (1.3) de 1/f comme

transformée intégrale de Mellin inverse (représentation alors valable dans
louvert Arg™'(F2) de T™).

Ce théoreme résulte du théoreme bien connu des < tubes de Bochner > : Si
g(w) € OR™ +1U), U C R™, ce qui signifie que g est holomorphe dans un
domaine < tubulaire >, alors g(w) € O(R" + i(enveloppe convexe de U)).

y T 3

/ /

/ F
% - Fy

Fig. 1.8. : co-amibe pour z; + 25 — 1 ; Fig. 1.9. : co-amibe pour le produit
(Zl + 22 — 1)(2’1 + 22 + 1)

Exemple 1.2. f = (21 + 20 + 1)(21 + 22 — 1). Iei T? \ co—A; consiste en
quatre composantes connexes, dont deux (Fj et F,) ont des intérieurs non
vides et deux (F3 et Fy) sont des intervalles.

Pour récapituler, insistons sur le fait que la relation entre amibe et co-amibe
passe pour sa réalisation par le diagramme suivant :
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R" cr R" — > (R/27Z)".

Re Im p

§1.4. Quelques questions ouvertes

Concluons cette premiere section en posant trois questions ouvertes.

1. Soit V' = {f = 0} une hypersurface algébrique de T". Pour chaque
composante connexe £ de R™\ Ay, soit g un point quelconque de
E. Question : les classes d’homologie des n-cycles Log™*(zg), lorsque
E décrit la famille des composantes connexes de R™ \ Ay, sont-elles
R-linéairement indépendantes dans H, (T"\ V,R) 7?2

2. Méme situation que dans la question précédente : les différents
développements de Laurent pour 1/ f dans les divers domaines de Rein-
hardt Log ' (E), E parcourant I’ensemble des composantes connexes de
R™\ Ay, sont-ils C-linéairement indépendants?

3. Par le théoreme 1.2, on sait que les composantes connexes [, du
complémentaire de la co-amibe d'une hypersurface sont convexes des
que leur intérieur est non vide. On peut alors naturellement se poser
la question suivante : Toutes les composantes F, de T™ \ co—Ay sont
elles converes?

§2. Amibes d’hypersurfaces

Les hypersurfaces complexes sont données comme lieux de zéros d’une
seule fonction algébrique. On parle aussi de < sous-ensemble algébrique de
codimension un ». C’est a ce cadre que cette section est dédiée.

2. La réponse est évidemment oui dans le cas n = 1; en effet dans ce cas, 'amibe

consiste en les points —oo < log|ai| < -+ < log|am| < 400, ol les |a;| sont les valeurs
distinctes (ordonnées dans l’ordre croissant) des modules des zéros de f ; les composantes
sont les intervalles | — oo, log |a1][, ] log|a1], log|az]], ..., ] 10g |am|, +o0[, dont les pré-images

par log sont des couronnes concentriques centrées en 0. La classe d’homologie de z g est celle
du 1-cycle consistant en n’importe quel cercle de centre ’origine inclus dans la couronne
log_l(E). Ces classes d’homologie sont trivialement R-linéairement indépendantes dans
Hy(T\V,R).
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§2.1. La fonction de Jensen-Ronkin

On doit ici rappeler un résultat classique de Jensen sur la distribution des
zéros des polynomes en une variable (on peut tout aussi bien considérer en
place d’un polynoéme une fonction holomorphe d’une variable complexe dans
un disque centré a l'origine ou une fonction entiere.

Soit donc f = (2 —aq) -+ (2 — a,) un polynome a coefficients complexes donc
les zéros (comptés avec multiplicité) sont rangés dans l'ordre des modules
croissants : |ai| < -+ < |a,|. Au polynéme f, on peut associer sa fonction
(intégrale) de Jensen :

2

r€RY — Ny(r) = % /log | f(re')|do.

0

On note que sur le cercle de centre l'origine et de rayon r 7

d d 0 ; zede
dz (re):me —w

1z iret? iret

Ceci permet de reécrire

Ny(r) = log | f(= )I—

2 )

|2|=r

Si f(0) # 0, on dispose de la formule de Jensen :
- r
Ny(r) =Tog | F(O)] + > log 7.

k=1

ou m = m(r) désigne le plus grand entier k tel que |ag| < r.
On observe pour justifier cette égalité que du fait de sa définition la fonction
de Jensen est réelle, et par conséquent

N¢(r) = Re 37 / [Zlog ak—z] %

|z|=r
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On obtient ainsi N(r) comme intégrale d'une fonction analytique, bien que
multivaluée, a savoir la fonction

r—> Z(logz%—log(%—l))%— Z <logak+log<1—ai)).
k=1

k=m+1 k

Du fait de la formule de Cauchy

/ilog(%—l)() ot / zn: log(l—aik>:0.

|2|=r k=m+1

Il en résulte

1
N¢(r) =Re 9 /(mlogz + 10g(am+1~--an)>? =
|z|=r

2
1
= Re Q—/m(logr—i—i@)dﬁ + loglamyr ... ay] =
77
0

=mlogr + logl|amy-.-anl.

n

On a d’autre part a; ...a, x (—1)" = f(0). En exploitant ce fait, on aboutit
bien a la formule de Jensen

O _ log [£(0)| + ijlog aL

N¢(r) = mlogr + log
= el

lay ... an

On note qu’entre deux zéros consécutifs du polynéme f, la fonction Hy est
affine en logr (i.e égale a r — m(r) log(r) + constante) et que sa dérivée
(constante) en r vaut m(r), nombre de zéros de f (comptés toujours avec
multiplicité) inclus dans D(0,7) (voir la figure 2.1.).

Lemme. Supposons que f ne s’annule pas sur le cercle {|z| =r}. Alors

ONy 1 !
= — — df.
dlogr  2mi f /

|z|=r
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Ny(logr)

T T T
log lat] | log Jas| loglas]  logr

AN

log [£(0)]

Fig. 2.1. : graphe de N, fonction de logr

Démonstration.
@Nf 8 1 dZ
= _ 1 e =
dlogr  Ologr | 2mi / og |f(2)] z
|z|=r
1 0 1
= | dl =—1 =
s T | 1B 1) dlogr = 5 log )

|z|=r
1 , 1 f
i / Jdlogr = o0 / 7
|=r |z|=r

|z
[l

Suivant ces expressions pour l'intégrale Ny, il est commode de la représenter
aussi sous la forme

dz
Nyla) = o / tog /(=)
|z|=

Une extension dans le cadre de plusieurs variables de la fonction de Jensen
a été proposée par L. I. Ronkin en 2001 ; on I'appellera fonction de Jensen-
Ronkin. On l'associe soit a un polynome ou un polynome de Laurent, ou
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méme une série de Laurent qui converge dans Log™*(€2), ol £ est un ouvert
convexe de R”. Elle est définie par

1

dz dzy,
Nf(x) = (27”)” /10g|f(21,72n)|z—11/\/\z—

Log™'(x)

Les propriétés suivantes de la fonction Ny ont été obtenues par L.I. Ronkin
en 2001.

i) La fonction z — Ny (x) est convexe;
ii) Sur chaque composante connexe de R™ \ Ay, la fonction N} est affine.

Sur les figures 2.2 et 2.3, on voit des exemples de graphes de fonctions de
Jensen-Ronkin. Les zones ombrées correspondent au graphe au dessus de
I’amibe, tandis que les zones qui ne le sont pas correspondent au graphe
de la fonction affine correspondante au dessus de la composante connexe du
complémentaire de A; concernée.

Fig. 2.2 : le graphe de la fonction de Jensen-Ronkin de f(z) =1+ z; + 29
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Fig. 2.3 : le graphe de la fonction de Ronkin de f(2) = 21 —5 — 2(zp + 23 ).

82.2. Structure géométrico-combinatoire de [’amibe
d’une hypersurface

On note T™ le tore complexe (C\{0})". Considérons dans T" un polynome

de Laurent
F(2) = car® = Capran 2 oo 207, (2.1)

a€cA

ou A C Z" est un sous-ensemble fini.

Définition. On appelle polyedre de Newton Ay du polynome de Laurent non
nul f ci dessus l’enveloppe convexe fermée dans R™ de [’ensemble des points
(1, ..., ) tels que co # 0.

Le lieu (dans T™) des zéros d’un polynoéme de Laurent non nul f est une
hypersurface algébrique définie par V' = {f = 0}. On rappelle que I'amibe de
f est 'image Ay de V' par I'application Log de T™ dans R™ agissant comme

(217 s )Zn) - (lOg |Z1| y et .,lOg |Zn‘)
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Comme on 'a déja dit Log est une application propre du fait que 'image
réciproque d’un point u € R™ est le tore réel de T" défini comme

Log™ (u) = {la1| = el || = €™},

Ainsi Ay est fermée comme image d’'un fermé et son complémentaire est
ouvert. Le complémentaire R"\ Ay consiste en un nombre fini de composantes
connexes, toutes ouvertes et convexes.

Soit E précisément une composante connexe de R™\ Ay. On doit ici invoquer
quelques faits provenant de I’analyse convexe.

Définition. Le cone de récession I' d’un sous-ensemble convere E de R" est
le plus grand cone de R™ que ['on puisse inscrire dans E, une fois ['avoir
éventuellement translaté (e.g. (x + 1) C E).

Définition. Le cone dual a un polyedre Ay de R" en un point v de ce
polyéedre est

CY:={seR": <sv>=max <s,a >}
aGAf
La relation entre la structure combinatoire du polyedre de Newton A, du

polynome de Laurent f et la structure du complémentaire de I'amibe A;
dans R" est donnée par le résultat suivant.

Théoréeme 2.1 ([11]). Soit V = {f(z) = 0} une hypersurface algébrique de
T™. Il existe une application d’ordre injective de [’ensemble des composantes
connezes de R"\ Ay dans lensemble des points de Z™ appartenant a Ay, soit

VZ{E}—)ZnﬁAf

telle que, si E est une composante connexe de R™\ Ay, le cone dual CVV(E) a
Ay en v(E) soit exactement le cone de récession de E.

Suivant donc ce théoreme, il y a une correspondance bijctive entre I’ensemble
des composantes connexes de R™\ Ay et un certain sous-ensemble de ANZ".
En d’autres termes, R" \ Ay consiste en un nombre fini de composantes
connexes convexes, et celles ci sont identifiées en correspondance avec un cer-
tain sous-ensemble de Ay NZ". On peut donc noter une composante connexe
E,, ou v est un point parfaitement déterminé de Ay N Z".
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Sur la figure 2.4, on a représenté le polyedre de Newton du polynome
flz1,20) = 1+ z%zz + zlzg — 42129 ainsi que les composantes F, en corres-
pondance avec des points v de Ay NZ2 Sur la figure 2.5, on a fait le méme
travail lorsque f est le produit de trois fonctions affines en position générale.

Fig. 2.4. f(2) = 1+ 2229 + 2125 — 42129

L’ordre E — v(F) admet plusieurs réalisations. Suivant I'une d’elles v(FE) fi-
gure la valeur du gradient (constant) de la fonction de Jensen-Ronkin évaluée
sur E (on se souvient ici que cette fonction est affine sur F) :

v(E) = grad N¢(z), r € L.

En voici une seconde interprétation : la coordonnée v;(E) de v(E) représente
le <« nombre d’accouplement > (linking number dans la terminologie anglo-
saxonne) entre {f = 0} = V et le tore réel (assimilé a 7™) qu’est le
sous-ensemble {z € T"; |z;| = €™, j = 1,..n}, [11]). Il existe aussi une
représentation intégrale pour b = v; (voir aussi [11]).

Quand n = 2 et que Ay est d’intérieur non vide, les points de Ay N Z? sont
— soit intérieurs a Ay ;
— soit sommets de Ay ;
— soit points des intérieurs relatifs des faces de dimension un (facettes)

de Af.
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Fig. 2.5. f(2) = [[3(cy21 + Bjza + 75)

Le cone de récession de E dans chacun de ces cas est soit {0} (dans le premier
cas), soit un cone propre de dimension 2 de R? (dans le scond cas), soit enfin
un cone de dimension 1, c¢’est-a-dire une demi-droite issue de l'origine, dans
le dernier cas.

Le théoreme 2.1 implique le corollaire suivant.

Corollaire. Le nombre de composantes connnexes de R™ \ Ay est fini, égal
au nombre de points a coordonnées entiéres de R™ \ Ay :

#sommets(Ay) < #E < #(Z" N Ay).

Ainsi le polyedre de Newton de f reflete jusqu’a un certain point la structure
de I'amibe du lieu des zéros de f dans le tore complexe T". L’information dont
on dispose sur la combinatoire de ce polyedre de Newton Ay n’est toutefois
pas suffisante pour déterminer completement la structure de Ay. Le fait est
que suivant les valeurs imposées aux coefficients ¢, de f, des composantes
connexes de cone de récession un cone de dimension strictement inférieure
a n (on dit alors de cdne de récession dégénéré) peuvent apparaitre ou non
dans le complémentaire de A;. Suivant [24], il existe, pour tout sous-ensemble
A’y de Ay NZ", un choix de coefficients ¢, tel que 'amibe Ay soit telle que
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son complémtaire consiste exactement en composantes connexes F, d’ordre
ve A

Les amibes A, représentées sur les figures 2.4 et 2.5 correspondent a des
situations ou le complémentaire de I’amibe présente une composante connexe
E, pour tout v € Ay NZ". 1l faut noter qu’en dimension 2, les composantes
bornées, c’est-a-dire les < trous >, de R? \ Ay, correspondent aux ordres v
tels que v soit un point de Z? intérieur & Ay ; sur la figure 2.6 par exemple,
correspondant au cas ol f =14 2} + 2725 + az122 + bz{ 2, on observe deux
trous correspondant aux points de Z? intérieurs & Ay ; parmi les composantes
E restantes, celles qui contiennent un secteur angulaire d’ouverture non nulle
correspondent aux sommets de A, tandis que les autres correspondent a un
ordre appartenant a l'intérieur relatif de I'une des facettes de Ay.

Fig. 2.6 : f =1+ 2} + 2322 + az120 + b2iz

§2.3. Le squelette de ’amibe

On rappelle que pour un certain sous-ensemble A de Z", le polynome
de Laurent f se représente sous la forme (2.1) avec ¢, # 0. On rappelle
aussi que la fonction de Jensen-Ronkin N est convexe et de plus qu’elle est
affine sur chaque composante £ = E, de R" \ A;. On observe que toutes
les composantes < plates » du graphe de N (x), c’est-a-dire celles situées au
dessus de composantes connexes £ de R™\ Ay, une fois prolongées a l'espace
R3 tout entier par linéarité, s’intersectent deux & deux dans l'espace et que
I'union de ces intersections deux a deux se projette dans le plan ol vit Ay sur
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un sous-ensemble inclus dans cette amibe. Le sous-ensemble de A; obtenu
ainsi constitue le support d'un complexe polyédral. On appelle ce support le
squelette de Ay et on le notera Sy.

On sait que sur une composante £ = E,, on a grad Ny(z) = v et par
conséquent

Ni(z) =¢, + (v, 2)

pour une certaine constante réelle ¢,. Dans [22], il est démontré que ¢, admet
la représentation intégrale

Log ™' (x)

dz dz
—1/\.../\—", reE,.

21 Zn

Ainsi, pour réaliser le squelette Sy de I'amibe Ay, il convient de prendre le
sous-ensemble fini A" de Z™ N Ay consistant en tous les points av de Z" N Ay
tels que R™ \ Ay admette une composante E, d’ordre o, puis ensuite de
considérer I’ensemble des x € R" tels que le maximum de la fonction

S(x) = a

() = max{c, + (o, 2)}

soit atteint pour strictement plus d’une des fonctions affines {c, + (o, x)}
impliquées dans la définition de S.

Les principales propriétés du squelette sont résumées dans I’énoncé suivant.

Théoreme 2.2 ([22]). Le squelette de l'amibe Ay s’obtient comme un
rétracté par déformation (au sens fort) de lamibe Ay elle méme. Le
complémentaire du squelette Sy consiste en un nombre fini de polyédres
convezes de R™ (bornés ou non), chacun de ces polyédres contenant exacte-

ment une et une seule composante connexe du complémentaire R" \ Ay de
Uamibe Ay.

Sur les figures 2.7 et 2.8, on a représenté 'amibe A et son squelette respec-
tivement lorsque f définit une droite complexe, puis lorsque le polynome de
Laurent f(z) est f(z) = 14 21 + 2225 + az122 + b2¥ 2.

La question de la relation entre squelette des amibes et géométrie tropicale
sera traité dans la section 4 de ce cours.
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h

Fig. 2.7 : amibe et son squelette d'une droite complexe de T?

h

Fig. 2.8 : amibe et squelette lorsque f(2) = 1+ 21 + 222 + az129 + bzizg




§2.4. Amibes d’hypersurfaces transcendantes

Comme on vient de le montrer, 'amibe d’une hypersurface algébrique
{f = 0} hérite de beaucoup d’informations contenues dans la structure du
polyedre de Newton du polyome f. Qu’en est-il si 'on remplace le polynome
f par une série entiere?

Soit () une série de Laurent en n variables z = (z1,..., 2,) qui n’est pas un
polynome, i.e
Q)= Y a.2”, (2.2)
Q€EACZ™
ou le sous-ensemble A C Z™ des « tels que ¢, # 0 est supposé cette fois infini.
Pour parler d’amibe dans ce nouveau cadre, il convient de faire plusieurs
hypotheses supplémentaires.

1. Tout d’abord il faut supposer que le domaine d’absolue convergence
(dans T™) de la série de Laurent (centrée a ’origine) figurant au second
membre de (2.2) est non vide.

2. Comme une fonction définie dans un domaine G comme la somme d’une
série de Laurent centrée en 0 peut fort bien ne pas s’annuler dans G,
il nous faut ici en second lieu supposer que G N Q~(0) # 0 ; on notera
alors

V={zeGNT":Q(z) =0}

I'hypersurface des zéros de ) dans G. On définit alors I'amibe Ag

comme Ag = Ay := Log(V).
Il nous faut maintenant clarifier ou < vit » 'amibe d’une hypersurface quel-
conque V'; dans le cas ou V est algébrique et donnée comme V' = {f = 0},
le domaine ou vit Ay est R" tout entier. Dans le cas général, I'univers ot
vit Ag est inclus dans 'image par Log du domaine (de Reinhardt) d’absolue
convergence G de la série (2.2), voir les figures 2.9 et 2.10. Introduisons la
notation

G = Log(G)

pour désigner I'image par Log du domaine GG d’absolue convergence de Q).
On sait par 'analyse multi-complexe que le domaine d’absolue convergence
d’une série de Laurent centrée en 0 est logarithmiquement convexe, ce qui
implique que G est convexe.

Dans le cadre algébrique on a G = R" et 'amibe V' est un sous-ensemble
propre de G = R" de complémentaire ouvert. Il n’en est pas de méme en
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Fig. 2.9 : amibe de la somme d’une série de Laurent centrée en 0, cas N = R?

général dans le cadre général et 1’on peut fort bien avoir ’égalité ensembliste
Ay = G. Pour parer a cela, on contraint le support A de Q a étre inclus dans
un cone strict, c’est-a-dire soit tel que 1'enveloppe convexe fermée N de A
dans R™ ne contienne aucune droite réelle.

Dans ce cadre général, on peut dire que le polyedre Ny joue le réle joué
par le polyedre de Newton dans le cadre algébrique. Sinon, il s’agit d’un
cone polyhédral qui peut fort bien ne pas étre ici rationnel. Voici un résultat
permettant d’extraire de I'information sur la structure de G \ Ag a partir de
l'objet Ng.

Théoreme 2.3 ([21]). Si la série Q est telle que ’enveloppe conveze fermée
Ng ne contient aucune droite, alors a l’ensemble des sommets de Ng corres-
pond de maniére bi-univoque une famille de composantes connezes de G\ Ag.

Sur la figure 2.9, on a représenté le cas ot 'ensemble des sommets de N, est
vide du fait que ce cone s’identifie & R?.
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§3. Amibes de surfaces algébriques de codi-
mension strictement supérieure a 1

Soit une surface algébrique V- C C" (n > 1) supposée de dimension
pure d, ce qui signifie que toutes les composantes irréductibles sont de méme
dimension d. On note k = n — d la codimension de V. Lorsque k£ =1, V est
une hypersurface, cas traité en détails dans la section 2. Nous traitons ici du
cas k > 2.

On commence par énoncer un résultat de convexité pour les composantes
connexes du complémentaire de ’amibe Ay .

On introduit ensuite la notion de contour pour 'amibe d’une surface com-
plexe, notion qui fournit une information sur la géométrie différentielle de la
surface, notamment concernant ’application polynomiale de Gauss.

A titre d’exemples, on considere les strates singulieres du discriminant clas-
sique et les discriminants des transformations polynomiales de C".

§3.1. Propriété de (k — 1)-convexité du complémentaire
de ’amibe

On peut formuler pour chaque composante connexe d'un sous-ensemble
X de R™ (ou plus généralement d'un R-espace vectoriel arbitraire la propriété
de convexité en termes de groupes d’homologie O-dimensionnelle réduite : dire
que toute composante E de X est connexe équivaut a dire que pour toute
droite ¢ de R™, I’lhomomorphisme

it Ho(INX) — Hy(X)

induit par ce plongement est injectif; ceci signifie que si deux points d’une
méme composante de X sont connectés par un chemin dans X, ils le sont par
un chemin sur ¢. On parle de 0-convexité pour la notion de convexité formulée
ainsi. La définition suivante propose une généralisation de cette notion.

Définition 3.1. Les composantes connexes d’un sous-ensemble E de X C R™
sont dites (k — 1)-convezes (ou plus simplement X est dit (k — 1)-convexe)
si et seulement si, pour tout k-plan m de R™, I’homomorphisme

Ty : Hk_l(ﬂ'ﬂX) — Hk_l(X)

induit par le plongement est injectif.
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Pour formuler le principal résultat de cette sous-section , on rappelle qu’un
sous-ensemble algébrique d-dimensionnel de T est dit intersection complete
s’il est défini par exactement k = n — d équations, soit

V={ze€T": P(z)=--+= P(z) =0}

Théoréme 3.1 ([7]). Le complémentaire R™\ Ay de [’'amibe d’une intersec-
tion compléete V- de codimension k € {1,...,n} est (k — 1)-conveze.

Apparemment, exiger que V' soit intersection complete semble redondant. La
conjecture suivante semble en effet plausible :

Conjecture 3.1. Tout sous-ensemble algébrique de dimension pure de T"
peut étre défini comme intersection compléte dans T™.

A I’appui de cette conjecture, on mentionne que les obstacles rencontrés or-
dinairement lorsqu’il s’agit de définir un ensemble algébrique par un nombre
minimal d’équations peuvent ici étre contournés au pris de la création de
composantes irréductibles < parasites > incluse dans 'union des plans de co-
ordonnées, soit dans C™\ T".

Le théoréeme 3.1 précise un résultat de [13] qui, répondant a une question
de B. Sturmfels, a prouvé que toute classe non-négative non triviale dans
Hi_1(m N (R™\ Ay)) en est aussi une non-triviale dans Hy_;(R" \ Ay).

Un cycle v € Zy_1(m) est dit non-négatif ( pour une orientation fixée du
k-plan m) si la classe d’holomogie [y] € Hy_1(m\{p}) ~ Z est non-négative
pour tout p hors du support de 7.

Pour un (k — 1)-cycle homologiquement non trivial, de plus non-négatif, ~
avec vy de support dans 7 N (R™ \ Ay), Henriques est parvenu a prouver
que v est non trivial dans R™ \ Ay en utilisant le < linking > topologique
entre V et la classe ¢([7]), oit V est I'adhérence de V dans C" et ¢ est un
homomorphisme approprié

Q: Hk_l(Rn \ .Av) — Hgk_l(Cn\V)

En d’autres mots, la preuve de l'injectivité de i, sur le sous-semi-groupe
des (k — 1)-cycles non-négatifs se fonde sur la théorie de l'intersection. En
situation générale, si 'on considere les cycles arbitraires v in 7N (R™\ Ay),
on invoque la théorie des résidus.

En écho au probleme ouvert 2 en fin de section 1, formulons la conjecture
suivante entre les groupes mentionnés.
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Conjecture 3.2. Si {v;} est une famille de (k —1)-cycles homologiquement
indépendants dans R\ Ay, alors {Log™' v;} est une famille de (n+k —1)-
cycles homologiquement indépendants dans T™ \ V.

Il semble que cette conjecture n’a jamais encore été prouvée ou disprouvée,
méme sous 'hypothese k£ = 1. Dans ce cas, elle est toutefois confirmée pour
les hypersurfaces union d’un nombre fini d’hyperplans.

§3.2. Esquisse de preuve du théoreme 3.1

Soit m C R™ un k-plan arbitraire et v € Z;_1(m NR" \ Ay) un (k — 1)-
cycle. Il existe un k-plan rationel 7, c’est-a-dire un k-plan de la forme 2%+ £
ou 2 € Z" et L, R-sous-espace k dimensionnel avec une base de vecteurs
dans Z™) arbitrairement proche de 7 (pour la distance entre k-plans dans la
grassmannienne G(n, k)) dans un compact donné de R". Comme le support
du cycle v est compact et que I'amibe est fermée, ce k-plan rationnel peut
etre choisi de maniere a ce que la k-chaine obtenue par projection orthogonale
de 7 sur 7y ne rencontre pas I'amibe (voir la figure Fig. 3.1) ou le support
orienté de v est indiqué par des fleches tandis que Pr() désigne 'image de ~
par cette projection orthogonale sur 7). Alors, sil’on prouve la non-trivialité

Fig 3.1.
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d’un cycle Pr(v) in mo N R™ \ Ay implique celle de R™ \ Ay, alors la méme
chose subsiste dans 7 pour le cycle v homotope a Pr(y) dans R" \ Ay. 1l
suffit donc de prouver que I’homomorphisme

7;* : kal(ﬂ' N R" \ AV) — kal(Rn \ AV)

est injectif pour tous les k-plans 7 rationnels. Soit donc 7 = 2° + £ un tel
k-plan. Dans le sous-réseau L = L£ N Z™, soit une base de vecteurs colonne
al,...,a* que I'on complete en une base du réseau Z" (suivant le théoréme
des facteurs invariants, [8], Théoreme 16.6), ¢’est-a-dire en une matrice uni-

modulaire
o 1 k _k+1 n
A=(a,...,a" a" " ... ad").

Les coordonnées y d'un élément x € R™ dans cette base sont exprimées par la
formule y = A~'z; le sous-espace £ dans les coordonnés y est défini comme
y" =0, ou l'on écrit y = (v, y") pour y = (y1,...,yn) avec ¥y = (y1,...,Yx)
and ¥ = (Yka1,--.,Yn). Suivant cela, en les coordonnées y le plan 7 devient
un plan <horizontals> y” = (A7'2%)” (voir la figure Fig. 3.2, ou 7 inter-
secte seulement les tentacules de I'amibe et I'intersection s’opeére en position
générale?®). On rappelle que les coordonnées x dans R™ sont reliées aux co-
ordonnées z dans T" par la formule Log z = x. Suivant cela, les coordonnées
y correspondent aux coordonnées w € T" telles que z = w? ou, de maniere
plus précise,

1 n

ay
1 =w;' . .w

Supposons que V' soit défini en les coordonnées w comme
V={weT": P(w)=- = P(w)=0}

A 'application polynomiale P = (P,...,P,) : T" — CF, on associe une
forme différentielle P*w de bi-degré (k,k — 1), ou w désigne le noyau de
Bochner-Martinelli

(k— DI Sh (1371 dS, A [f] -+ A dC

w(() = i) e ¢ = wo A dC.

3. Aux fins de ne pas compliquer la figure, on n’y montre pas 7 intersectant I’amibe en
position non générale ou passant au travers des < trous >.
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Fig. 3.2.

Ici, comme d’habitude, [j] signifie que le facteur dzj a été omis , on note aussi
d¢ = d(y A+ -+ Nd(y et, finalement, wy est la (0, k — 1)-forme correspondante.
On note que w(¢) est fermée d-closed dans son domaine de régularité C*\ {0}.
La forme P*w se représente aussi comme le produit P*(wg) AdPy A -+ ANdPy.
Le lemme suivant joue le role majeur dans la preuve du théoreme 3.1.

Lemme 3.1. Soit v un (k — 1)-cycle supposé homologiquement non trivial
dans N (R™\ Ay ). Il eziste alors un polynome de Laurent g(w) tel que

d dw,
/ glw) - PH(w) A LA A S g, (3.1)
W+1 Wnp,

Log*1 0%

La conclusion du théoreme 3.1 résulte alors du lemme 3.1 et de la formule
de Stokes. Plus précisément, I'intégrant dans (3.1) est une forme réguliere et
fermée dans T™\V, et si v se trouvait homologue & 0 dans R"™ \ Ay, alors
Log ™' serait aussi homologue & 0 dans T"\ V. Mais, suivant la formule de
Stokes, ceci est en contradiction avec (3.1).

§3.3. Contour d’une amibe

On rappelle ici la notion de contour d'une amibe, introduite dans [23].
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Définition 3.2. Le contour de l’amibe Ay, est l'ensemnle Cy des valeurs
critiques de ['application logarithmique Log restreinte a V', c’est-a-dire de
l'application Log : V — R™.

On décrit la structure du contours en termes de ’application logarithmique
de Gauss. Cette application a été introduite par Kapranov dans [15] pour
les hypersurfaces, mais on peut 1’étendre naturellement aux surfaces V' de
codimension k.

Définition 3.3. Soit Gr(n, k) la grassmannienne des k-plans de C". L’appli-
cation logarithmique de Gauss est l'application v : V — Gr(n, k) qui associe
a chaque point réqulier z € reg V' le k-sous-espace y(z) normal (en Loge z) a
Uimage Loge V' sous Uapplication Loge = (z1,...,2,) — (logz1,...,log z,).

Dans le cas d’une hypersurface, on a
V={eT": P(z) =0}

(ce qui signifie que lorsque k£ = 1 et donc Gr(n,1) = CP,_;, 'application
logarithmique de Gauss v : V — CP,_; s’exprime analytiquement comme

Zlyens”p ZlaZl.....Znazn .

On sait (voir [18], [27]) que dans ce cas un point z € regV est un point
critique pour Log|, si et seulement si son image y(z) sous I'application lo-
garithmique de Gauss se trouve dans le sous-espace projectif réel under the
logarithmic Gauss map lies in the real projective subspace RP,_; C CP,_;.
Ainsi, lorsque k£ = 1, le contour Cy de 'amibe Ay d’une hypersurface est

Log(7~!(RP, _1).

§3.4. Relation entre le contour de ’amibe et ’applica-
tion logarithmique de Gauss

Soit une surface algébrique V' C T™, n > 1, supposée de (pure) dimension
d, ce qui signifie que toutes les composantes irréductibles de V' ont méme
dimension d. Soit k = n — d la codimension (pure) de V. On rappelle que
lapplication logarithmique de Gauss v : V' — Gr(n, k) associe a chaque
point z € reg V' le sous-espace normal v(z) € G(n, k) orthogonal en Log: z a
Logq V.
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Lemme 3.2. On suppose que V' est définie au voisinage d’un point régulier
2o comme Pi(z) = --- = Py(z) = 0, ou le rang de l’application polynomiale
P wvaut k en zy. Alors lapplication logarithmique de Gauss au point zy est
donnée par la matrice Then the logarithmic Gauss map at this point is defined
by the matriz

07z "0z,
V(z) = : S (3.2)
Y9z, 7 0z,

dont les vecteurs ligne forment une base de l’espace normal a LogeV en
Log(20)-

Théoreme 3.2. Un point z € reg V' est un point critique pour l’application
Log si et seulement si l'image v(z) € G(n, k) par Uapplication logarithmique
de Gauss contient

e au moins n — 2d + 1 vecteurs réels linéairement indépendants lorsque
2d < n,

e au moins un vecteur réel lorsque 2d > n.

En particulier, dans le cas ou V' est une hypersurface (k = 1) ou une courbe
(k=n—1), un point z € regV est critique pour Log si et seulemeny si y(z)
est un vecteur réel (de coordonnées celles du vecteur ligne de v(z) lorsque
k=1, oules (n —1,n — 1)-mineurs de la matrice (3.2) lorsque k =n —1).

Esquisse de preuve. L’application Logy, : V' — R" est la composée du loga-
rithme complexe « complet > Logg

Loge(z) = Log(2) + i Arg(z) : V — {R" +iR"}
avec la projection sur le plan R™ des parties réelles :
Log)y = mgn © (Logc)\v.

Le logarithme complexe ne présente pas de points critiques sur regV car
il s’agit d’une application (multivaluée) localement biholomorphe sur T";
par conséquent, les points critiques pour Log |, proviennent seulement de la
projection

mrn : Loge V' — R™.
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Les points critiques de cette projection sont déterminés par les propriétés de
I’application linéaire tangente

d(ﬂ'R") Vo Tw(LOgC V) — TRe(w) (Rn)v w = LOg(C(’Z)‘

Voici un critére pour qu’un point régulier z de V' soit critique pour Log |y :

— pour 2d < n, 'application linéaire tangente de la projection 7gr» est
non-injective ;

— pour 2d > n, I'application linéaire tangente de la projection 7g» est

Logc

non-surjective.
Les conditions de non-injectivité et de non-surjectivité sont liées au fait pour
le sous-espace normal a Log- V' d’étre réel; en un certain sens, la figure 3.3
rend compte de cela : aux points critiques de la projection mg» le sous-espace
normal est <horizontals, et par conséquent n’a pas de compoosante imagi-
naire, ce qui signifie précisément que 7(z) est réel. Avant que de considérer

ImC" Tw
Logc- V

/ ReC"

/

Fig.3.3

séparément les deux cas, signalons un détail important a propos des images
des projections du plan tangent T,, = T,,(LogV') sur les sous-espaces réel et
imaginaire de C" = CJ,. Sans perdre de généralité, on peut prendre w = 0.
Soient Lgi et L; les images des projections de Ty sur ces sous-espaces réel
et imaginaire; il apparait que ces images coincident comme sous-espaces
linéaires : Lr = L;. En effet, supposons que Ty soit défini par un systeme
d’équations

To: (¢; + 1, x+iy) =0, j=1,...,n—d,
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ou ¢;, ¥; € R*", x € ReCj, et y € ImC;. Alors, en méme temps qu'il

contient le point (z,y), le plan tangent 7j contient aussi le point (—y,x),
donc LR = —L] = L[.

Du fait que Ty C W@T}L ret 1y C ﬂinln Ly, on déduit I'inclusion suivante
Ty C Lgr+1L;y = Lr+ iLg.

Les vecteurs ¢; + 41); appartiennent au sous-espace normal en Loggz a
Logc V, donc a 7(z), et il reste a analyser qu'ils sont réels. ]

§3.5. Contours des droites complexes

On considere ici la question de 'existence d’un contour pour les amibes
des droites complexes. Etant donnée une telle droite V' définie par

Z9 = Q221 + by,
(3.3)

Zn = p21 + by,

ou tous les a;, b; sont non nuls, on explicite ci-dessous une condition
nécessaire pour que le contour de Ay soit non vide en termes des coefficients
a; et bj, 7 =1,...,n.

La projection logarithmique de V' est de la forme
Log(2)ly = (log |2a],log |aszs + bal . .., 10g [awzs + bal).
Sa matrice jacobienne est
1
21 Z1
Qs

8(21,21) - 5 2 22

Soit
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Un point 23 = x + iy est critique pour I'application logarithmique Log |y
(c’est-a-dire, le rang de la matrice n’est pas maximal) si et seulement si

cr dy
a d

cr dy
r vy

+7 Y

¢ d =0, k,[=2,...,n.

Ce systeme est consistant si et seulement si ¢ d; = ¢dy pour tous k, | = 2,
..., n. Cette derniere condition équivaut a la condition suivante :

akbl
—cR, k [=2,...,n A4
albk E Y ) ) 7n (3 )

On en déduit ainsi la proposition suivante :

Proposition 3.1. Pour n > 3, le contour de l’amibe de la droite compleze
(3.3) est non vide si et seulement si les conditions (3.4) sont satisfaites. Sous
ces conditions le contour de I’amibe est 'image de la droite réelle dox = coy
par l’application Log.

Regardons quelques exemples.

Exemple 3.1. La droite complexe

29 = 21 + 1,

23 =21+ 1414
de T3 ne remplit pas la condition (3.4); le contour de son amibe est donc
vide. La projection logarithmique n’a aucun point critique et envoie la droite
sur 'amibe de maniere difféomorphe (voir la figure 3.4 de gauche). On dit
dans ce cas que 'amibe Ay est non dégénérée. En tout point de la droite, la

valeur y(z) prise par 'application logarithmique de Gauss au point z admet
un seul vecteur réel (voir la figure 3.5 de gauche).

Exemple 3.2. La droite complexe
Z9 =21+ 17
23 =21+ 2
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Fig. 3.4

Fig. 3.5
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de T? satisfait cette fois (3.4) : asbs/(aszby) = 2 € R. L’amibe est une surface
de frontiere dans R? et chacun de ses points intérieurs a deux pré-images sur
la droite. Plus précisément, pour tout z; = x 4 ¢ty non réel, les images

LOg(Zl, 21+ 1, 21+ 2) et Log(?l,zl + 1721 + 2)

coincident. La droite réelle z; = x; est envoyée sur le contour de 'amibe (sa
frontiere topologique), tandis que I’amibe elle-méme s’obtient de ’amibe non
dégénérée par < effondrement > (voir la figure 3.4, droite). Aux points du
contour, 'image 7(z) de z par application logarithmique de Gauss contient
un plan de vecteur normal réel (voir la figure 3.5, droite).

§3.6. Amibes des strates singulieres du discriminant
classique

Quand n > 1, il existe un polynome A = A,, en les variables a qui est
intimement a 1’équation

ao+ay+ a4+ ... 4 a1y +ayt =0 (3.5)

(ou les a; sont considérés comme parametres) ; ce polynéome sera de grande
importance pour notre discussion ultérieure. On 'appelle le discriminant de
I’équation (3.5). Il est < responsable > pour I'apparition de racines multiples
pour ’équation (3.5) au sens suivant : A (a) = 0 si et seulement si I'équation
(3.5) possede au moins une racine multiple. Le discriminant A est un po-
lynoéme irréductible a coefficients entiers; il est défini uniquement au signe
pres et s’exprime en termes des racines rq,rs,...,r, de I’équation suivant la
formule
A = +q2"D H(rj — )%
j<k

Suivant [12, Chapter 12], on prend comme convention de signe (—1)rn=1/2,
Le classique déterminant de Sylvester fournit une expression explicite pour
le discriminant en termes des coefficients de 1’équation

ag ai; Qo o Ap_1 a, O
0 ay a . QAp—2 Ap—1 QA
1
A= a, a1 2ay ... (n—1)a,_, na, 0 0
0 a ... (n—2)ay,—2 (n—1)ap-1 na, 0
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Pour n = 2, on trouve ainsi A = 4 agay — a?; pour n = 3, on obtient
A =2Taka3 + 4adas + 4 apas — 18 aparazas — aias.

Le nombre de termes impliqués dans A croit rapidement avec n, ainsi que

les valeurs absolues des coefficients affectant les monomes y figurant. Pour

n = 4, le discriminant présente 16 monomes, pour n = 5, on en trouve 59.

Pour tout n, les monémes n"aj *a?~! and 4a?a?...a?_, figurent dans l'ex-

pression développée de A. Ils appartiennent & un ensemble de 2"~! < termes
extrémaux > du déterminant (on dira en quel sens plus loin) pour lesquels
on disposera d'une formule combinatoire simple.

On notera V le lieu des zéros du discriminant A. Géométriquement parlant
cette hypersurface V est la variété duale de la courbe de Véronese paramétrée
par t — [1:¢:¢*: ... :¢"] dans CP". En d’autres termes, elle consiste en les
vecteurs a € C"*! tels que I'hypersurface

Qoo +a121 + ... + Qnzp = 0
correspondante n’est pas transverse a la courbe paramétrée
t—z(t)=[t";v=0,..,n].

On remarque que le discriminant A est un polynome bi-homogene au sens
suivant

A()\()CL(), /\0/\1(11, ceey )\0/\111_16%1) = )\S(N—l))\n(n—l)Ao(a)'

Du fait de cette propriété, on peut se ramener a étudier le discriminant réduit
correspondant a 1’équation réduite

L4y + -+ 2y 4" = 0.

On notera par la suite ce discriminant réduit Ay, pour bien signaler le fait
que l'on fixe les coeflicients extrémes ay et a; tous deux égaux a 1.

On notera Vy, le lieu discriminant de ce discriminant réduit, c¢’est-a-dire le
sous-ensemble

Von = {z € C": Ag,(z) =0} c C* 1.
On posera
a=mn-1n-2,..,1), [=(1,2..,n-1).

La proposition suivante nous sera utile.
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Proposition 3.2 ([23]). Le lieu discriminant Vo, admet la paramétrisation
suivante (que l'on notera x = Wy, (s), s € CP"?) :

sk ( (o, 8)\k/m n—2
=— =1,...n—1 P,
Ty n(a,s><(ﬁ,s>> , k y ey T , seC

Cette paramétrisation réalise en fait l'inverse de ’application logarithmique
de Gauss : v € Vg, — ~(x) € CP"".

Dans cette sous-section, on étudiera les sous-ensembles M7 C V consistant
en les points a € C"™! pour lesquels I'équation (3.5) a des racines de multi-
plicité > j. La partie < dense » de M’ consiste donc en les points a tels que
le polynéme (3.5) se présente sous la forme (y — &) (y — &) -+ (y — &nj1),
ou &, ..., &—j—1 are distinct.

Ces sous-ensembles constituent la chaine de sous-ensembles emboités
V=M*>M>>..>OM"

Tout sous-ensemble M1 est inclus dans I'ensemble des points singuliers
de M’ noté sing M7 ; en méme temps, la strate S7 = M7\ M7T! consiste
en les points oll M7 est soit singuliere, soit auto-intersectée par ses compo-
santes (ouvertes) de points réguliers. On appelle par conséquent M7 la strate
singuliere de type cuspidal.

Théoreéme 3.3 ([19]). Les strates M? M?>,..., M" se réduisent au priz de
substitutions monomiales a des A- ensembles discriminants*

Vays Vag,...Va,.

n

Des précisions sur le discriminant réduit et ses strates singulieres s’ob-
tiennent dans 1’échelle logarithmique en termes du concept d’amibe de
surface algébrique. Quand le sous-ensemble algébrique V' est une hypersur-
face ou une courbe, on rappelle qu’un point régulier z de V est critique pour
Log|y si et seulement si 'application logarithmique de Gauss est réelle au
point z [18].

4. Soit A C ZF un sous-ensemble fini engendrant ZF et f = > acA Gay® un polynome
a coefficients indéterminés a,. On définit V4 € C4 comme le sous-ensemble des points ot
f(y) = {gradient, (f)(y) = 0} avec de plus y € TT™. Le sous-ensemble discriminant V 4
est défini comme 1'adhérence de VY dans C4. Le théoréme traduit donc l'existence d’une
hiérarchie au sein de la famille des A-discriminants.
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Ainsi le contour de I'amibe de Vj, s’obtient en restreignant I'application
Uy, au sous-espace projectif réel CP"~2: ce contour est donc paramétré par
(Won)gpr—2. De maniere similaire, le contour de I'amibe correspondant a la

strate M{- " est paramétré par la restriction de la paramétrisation Wo, a la
section réelle L" 3 NRP" 2 de RP"? par un sous-espace réel L3 C RP" 2
(voir [19]).

Considérons comme exemple le discriminant réduit Vo, pour I'équation de
degré 4. Sa strate M3, est paramétrée par la restriction de la paramétrisation

\1104 : (C]P)Q — V04 C (CB
a la droite complexe de ses points critiques
LlZLl :{(81252283>i 1381+2282+31$3:O}

Si I'on choisit s; comme coordonnée affine sur L', on peut exprimer la res-
triction \1104‘ ;1 sous la forme

85 (351 — 1>i

X1 = —
381 —1 3 — S1
3s1+3 (351 — 1\3
To = 2 ( )
381 —1 3 — S1
8 (351 - 1>2
r3 = — .
381 —1 3 — S1
On déduit de la paramétrisation de la strate M3, que les tentacules de ’amibe
de cette strate correspondent aux valeurs s; = —oo, —1, 0,1/3, 3. La valeur

s; = 1 correspond & la strate 0-dimensionelle M3, ; c’est un point critique de

la paramétrisation. Ainsi, le contour de 'amibe de la strate O-dimensionnelle
M}, est le point de rebroussement (point cuspidal) pour le contour de 'amibe
de la strate qui lui est adjacente, & savoir M3,. Tracer I'aspect des contours
joints des amibes des strates Mg, = Vo, et M3, demande un peu de soin.
En coordonnées affines s, s, dans l'espace CP? la paramétrisation Wy, de
M3, = Vo, est d’apres la proposition 3.2 la suivante :

—4s, <331 + 289 + 1>i

T Be + 255+ 1\ 51 + 255 + 3
B —459 351+ 289 + 1\ 3
x2_381+282+1<81—|—252+3> ’
B —4 351+ 259 + 1\ 3
x3_381+282+1(81—|—252+3) '
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!
!
1
'

Fig. 3.6. Singularités de la paramétrisation Wy, : quatre lignes polaires, la
ligne critique et I’hyperbole d’auto-intersections
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Pour construire le contour de I'amibe, il faut calculer I'image de R? C RP?
sous l'application Log o Wy,. Cette application présente des singularités po-
laires sur quatre droites (la cinquieme droite s3 = 0 est a I'infini relativement
au choix de sa partie affine),

81:0, 52:0, 381+282+1:0, 81+282+3:O

que l'application Log o Wy, transforme en le contour de I'amibe de M3,.
L’image de I'hyperbole complexe {(s; + 1)(s1 + 252 + 3) = 2} par Wy, est
la strate My responsable de l'existence de deux racines toutes les deux de
multiplicité 2. En d’autres termes, cette strate ./\/lggl2 consiste en les points
(21, T2, x3) pour lesquels les polyndmes

14 zy + 22y + 233> + y* et (y — a)Q(y — b)2 (a =b)

sont égaux pour un certain choix de parametres a,b. Cette strate est dite
strate d’< auto-intersection ». Posons t = a + b et paramétrons alors cette
strate par

T = F2, 1o =12 +2, x5 = —2t.

L’ensemble M} constitue la strate d’auto-intersection pour Iensemble

discriminant V4. La restriction de la paramétrisation Wy, sur I'hyperbole

spécifiée prend les mémes valeurs aux points (s, S2), (s}, s5) pour lesquels
/

s1-87 =1

Sur la figure 3.7, on a affiché un fragment de lien entre le contour de ’amibe
de Vo4 et le contour de 'amibe de sa strate M3,. On voit que le contour
de Pamibe de la strate M}, est la courbe de rebroussement pour le contour
de 'amibe de V(4. Prés du point (de rebroussement) du contour de ’amibe
M3, correspondant a la valeur s; = 1 dans la paramétrisation du contour,
la jonction se présente sous la forme d’une figure bien connue dite < swallow
tail 5. Cette figure possede la courbe d’auto-intersection issue du point de
rebroussement et figure un morceau du contour de I’amibe de la strate d’auto-
intersection My . Elle est réalisée comme une partie du contour de 'amibe de
Vs, pour laquelle les parametres réels s, et sy appartiennent a un voisinage
convenable de L' N {s; > 0}.

5. La traduction francaise n’est pas évidente : le modéle auquel on peut penser est celui
des ailes du papillon dit machaon ou <« queue d’hirondelle >
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Fig. 3.7. Fragment de lien du contour de I’amibe de V4 au contour de I’amibe
de la strate M3,

Un machaon
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§3.7. Amibes des ensembles discriminants pour les
transformations polynomiales de C”

Considérons I'application polynomiale
P=(P,.. FB,):T"— C",

o T" = (C\ {0})" est le tore complexe et les P; sont des polynomes de
Laurent en les variables yq, ..., y,.

On suppose que les ensembles AY) des exposants des monomes de chaque P;
sont prescrits, mais que les coefficients qui les affectent sont indéterminés.
En ce sens, on peut dire que P; est une application polynomiale générique
(de support AYW) de T" dans C™.

Pour de telles applications, on note le lieu des coefficients indéterminés pour
lesquels P a des zéros multiples dans T" (c’est-a-dire des zéros ou le jacobien
s’annule) par V©.

Définition 3.4. On appelle lieu discriminant V de 'application polynomiale
P 'adhérence de I’ensemble V° dans 'espace des coefficients indéderminés.

On s’intéresse donc ici aux systemes d’équations polynomiales de la forme

Y alyr=0,i=1...n (3.6)
A€ AG)

en les inconnues y = (y1,..., yn) € T™ avec coefficients indéterminés aE\j ) e
les AY) C Z" sont des sous-ensembles finis du réseau Z" A = (Af,..., \n),

v =t
Pour n = 1, quand AM) = {0,1,...,m}, le systetme (3.6) figure '’équation
générale algébrique de degré n

Y™ + ...+ a1y +ag =0, (3.7)

dont la solution est une fonction algébrique multivaluée y(a) possédant une
double propriété d’homogénéité. A une transformation monomiale pres, elle
ne dépend que de n — 1 variables et ’on peut donc se ramener a considérer
I’équation réduite de la forme

Y 4 Ay 4 L ay—1=0
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ou toute équation obtenue a partir du systeme (3.7) en fixant une paire de
coefficients.

Nous allons illustrer ici ce que 'on gagne a définir les lieux discriminants en
les paramétrant plutot que par un jeu d’équations. On entend parler ici de
la localisation des lieux discriminants que nous considererons dans 1’échelle
logarithmique, c’est-a-dire en fait 1’étude de leurs amibes.

§3.8. Exemples de paramétrisations du discriminant
d’un systeme algébrique

Exemple 3.3. Soit le systeme

yP +ayys —1 =0,
ys + byr1ys — 1 = 0.

Pour ce systeme la paramérisation A(s) du lieu discriminant est de la forme
3 (s—2\""[1-25\""

a:_—2—|—s(1+3> (1+8) ’

b 3s s—2\? /1-25\"*

- 1-2s\1+s 1+s '

En ajoutant a ce systeme le jacobien, puis en éliminant les variables y;, yo,
on obtient la puissance (D(a, b)) du polynome irréductible

(3.8)

D(a,b) = —27 — 4a® + 6a*b + 6ab® — 4b* + a*b* — 2a°b° + a®b?,

dont le lieu des zéros est précisément V. On obtient le méme résultat en
éliminant s de (3.8). La raison pour laquelle la puissance 3 apparait vient de
la théorie de I’élimination car 1’on prend en compte les multiplicités. Dans ce
cas, la multiplicité est aussi I'indice du sous-réseau engendré par les colonnes

de la matrice
3101
013 1)’

c’est-a~dire la matrice des exposants qui apparaissent dans le systeme (I'in-
dice est le plus grand diviseur commun de tous les mineurs du second ordre
de la matrice). Le revétement a 9 feuillets parametre (3.8) V. = D7(0)
trois fois. Toutes les autres déshomogénéisations du discriminant possedent
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cette propriété. Aussi I'application logarithmique de Gauss pour le systeme
considéré n’est pas rationnelle.

La figure 3.8 présente I'amibe du discriminant V, les lignes en gras figurant
le contour de cette amibe. On voit que la normale au contour de I'amibe
lors du tracé fait un tour complet (c’est-a-dire décrit RP;), mais Log™'(x)
consiste en trois points de V correspondant aux différentes déterminations
des racines.

N TN

Fig. 3.8. L’amibe et son contour

Exemple 3.4. Considérons le systeme

yf+ay1y§’ —1=0,
ys + byfys — 1= 0.

Pour ce systeme, la paramétrisation du lieu discriminant est de la forme

3 35— 2\
&:_(35—2)(3+s)<1+33> (8=2s),

35 3—2s\"?
R E ST (3+s) (85 =2).
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N 2

Fig. 3.9. L’amibe et son contour

Si 'on élimine le parametre s, on obtient u polynome irréductible en deux
variables a, b (le discriminant) :

D(a,b) =

= 538084012500 a® — 144397834110000 b*a® — 2514840354180 a’b'5—
—286152818688 a'®h'? — 2514840354180 a'h? — 286152818688 a'?h'®+
+169697169169308 a®b'® — 5397324579198736 a0+

+4162327695194184 a”b° + 4162327695194184 a®b%+

+169697169169308 a®b® — 9691069938750 a’b> — 9691069938750 a>b°+
+7703415106497 a'¥b® + 7703415106497 aSb'® — 12230590464 a5b'5—
—480298005000 a®b'? + 1325964214525104 a®b'2 — 59911047139356 a'2b7+
+1325964214525104 a'2b° — 59911047139356 a®b'? — 480298005000 a'2b®—
—65024906422500 a®b® — 65024906422500 a>b® + 3794714164806300 b+
+3936600000 b° — 6736036523130 a'2b'? + 3936600000 a®+

+79716150000 b°® + 79716150000 a® + 538084012500 b + 1210689028125,

Il est évident qu’a partir d’une telle équation, il est certainement difficile de
tracer I’amibe de son lieu de solutions.
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84 Amibes et mathématiques tropicales

La théorie des amibes est étroitement reliée au développement de la géométrie
algébrique tropicale, c’est-a-dire la géométrie des ensembles algébriques
pensés sous 'angle de arithmétique tropicale (dite aussi arithmétique < maz-
plus >). Les mathématiques tropicales (c’est-a-dire construites sur le socle
de larithmétique tropicale) sont au carrefour de la combinatoire, de Iinfor-
matique et de la théorie de I'information, ainsi que de la thermodynamique.

Lorsque 'on travaille avec de grands (ou trés petits) nombres, il est sou-
vent utile d’exploiter une arithmétique différente de I'arithmétique classique.
L'une d’elles (que 'on convient d’appeler 'arithmétique < max-plus >) est
apparue en théorie asymptotique (en physique) dans les travaux de V.P. Ma-
slov et de son groupe autour des années 1990.

Plus tard, 'usage de cette arithmétique s’est avéré commode dans les ques-
tions d’affichage d’écran (screen output) en informatique , d’analyse par in-
tervalles en mathématiques, etc.

On note que l'arithmétique < max-plus > s’est appelée a l'origine < ana-
lyse indempotente > (max(a,a) = a) et, plus tard, une fois entrée dans le
monde de l'informatique, prit de nom de < géométrie tropicale ». Ce nom
est hérité des travaux du mathématicien et informaticien brésilien Imre
Simon qui fait beaucoup de publicité précisément pour ces méthodes < max-
plus >; lorsqu’en effet ces méthodes essaimerent dans les communautés
mathématique européenne et américaine, on les qualifia de < tropicales >.
Quant au terme < géométrie >, il reflete le fait que 'on acccorda beaucoup
d’attention aux problemes de géométrie algébrique formulés sous 'angle de
cette arithmétique.

Rappelons que traditionnellement en géométrie algébrique, on s’intéresse
aux solutions de systémes d’équations algébriques (c’est-a-dire polyno-
miales). Dans un cours d’université standard, ce genre de question reléve de
la géométrie analytique, ou les principaux objets d’étude sont les droites, les
plans, les courbes et les surfaces du econd ordre (ellipse, ellipsoide, hyperbole,
hyperboloide, etc.).

Dans les dernieres années, la géométrie tropicale est devenue objet d’intérét
en physique mathématique (théorie des super-cordes, modeles dimeres) ainsi
qu’en biologie mathématique.

C’est grace a des idées relevant de la géométrie tropicale que fut résolu
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le probleme (posé depuis 1906) de la classification des types d’isotopie des
courbes de Harnack [18].

84.1. Géométrie algébrique tropicale

Cette section suit la présentation de [25].

Arithmétique tropicale

La somme tropicale de deux nombres réels est leur maximum, tandis que le
produit tropical de ces deux nombres est leur somme. Les opérations tropi-
cales s’écrivent comme suit :

r®y=max{z,y}, TOY=x+y.

Par exemple, la somme tropicale de 100 et 25 vaut 100. Le produit de 1 et
—1 vaut 0, soit

100 ® 25 = max{100,25} =100, 1O (-1)=1-1=0.

On peut aisément dresser des tables d’addition et de multiplication.

© 12 3 4567 © 12 3 4 5 6 7
1 1234567 1 23 4 5 6 7 8
2 2234567 2 34 5 6 7 8 9
33334567 345 6 7 8 9 10
4 4 44 4567 4 56 7 8 9 10 11
5 5555567 5 6 7 8 9 10 11 12
6 6 6 6 6 6 6 7 6 78 9 10 11 12 13
TT T T T T 7 8 9 10 11 12 13 14

La multiplication tropicale est définie comme étant 1’addition usuelle, aussi
tous les axiomes de groupe sont remplies pour la multiplication tropicale.
L’élément neutre pour cette multiplication est 0 du fait que 0©x =0+2 ==
pour tout z € R et I'inverse de x pour cette multiplication est —x. Obser-
vons que I’élément neutre pour 'addition tropicale @ n’est pas 0 (puisque
le résultat de 'addition tropicale x @ 0 dépend du signe de z) mais —oo
(que l'on convient d’ajouter a R). On montre facilement que le systeéme
(RU{—o0}, @, ®) est un semi-anneau.
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On observe que si l'on pose

1
rONY = Nlog(e:cN + eyN),

on a
lim (z ®xy) = max(zx,y).

N—+4o00

C’est sur cette idée que repose le calcul de Maslov (dans l'optique de la
thermodynamique).

Polynomes tropicaux et leurs graphes

Soient x1, s, ..., x, n variables prenant leurs valeurs dans le semi-anneau
tropical.

On appelle monome tropical le produit tropical d’un coefficient et de puis-
sances tropicales des variables x;.

a; © % =a;, ; O O©... 0",

ou a;. 4, € R; i € Z,k = 1,...,n. La fonction monomiale (tropicale)
correspondante est une fonction R* — R

a; O % s< i, x> 4a; = i1xy + ...+ inTn + a4
Par exemple
22 025 © 2y © 1y — 271 + 19 + 273 + 74

r205? — —21; + 225,

Ainsi, du point de vue des mathématiques classiques, les fonctions mono-
miales tropicales en n variables tropicales sont juste les fonctions linéaires
dans R", a pente dans Z".

Définition 4.1. On appelle fonction polynomiale tropicale une fonction de
R™ dans R qui du point de vue des mathématiques classiques se présente
comme le maximum d’un nombre fini de fonctions affines :

p(2) = max{ag+ < z,3' >jap+ <x,i° > apt <ax,9” >, (4.1)

otz = (21,...,29) €R™; ¥ = (i, k) e Z".
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Exemple 4.1. En deux variables par exemple

P

o ©if

p(x1,x0) = @aik Oxy 't Oxy?
k=1

onaf eR,i*eZ, k=1,...,n

Toute fonction polynomiale tropicale possede les trois propriétés suivantes :
1. p est continue;

2. p est convexe; comme p est déja continue, la convexité se ramene a la
clause
p(ar_ﬂ/> < p(z) + py) ———
2 2
3. p affine par morceaux, a pentes dans Z", le nombre de < mor-
ceaux > étant fini;

Toute fonction de R™ dans R satisfaisant ces trois propriété se représente
comme une fonction polynomiale tropicale.

Considérons par exemple le graphe de la fonction polynomiale cubique en
une variable
p(r)=a0r?Obor’®cOrdd,

représentée sur la figure 4.1. Les valeurs de p;(x) s’obtiennent en prenant le
maximum des quatre fonctions affines

y=3r+ay=2x+by=c+x,y=d.

Plus précisément la valeur p,(z) est la valeur maximale y telle que le point
(x, y) appartiennent aux quatre droites ainsi définies. Ainsi, le graphe de p;
est 'enveloppe supérieure des graphes de ces quatres fonctions affines. Ces
quatre fonctions ont un impact sur le fait de savoir sib—a >c—b>d — c.
Les points x =b—a, x = c— b, x = d — c sont les points au dessus duquel le
graphe se prise (c’est-a-dire n’est plus le graphe d’une fonction affine).

Les points de < brisure > sont considérés comme les < racines > du polynome
tropicale que la fonction polynomiale tropicale représente. Ceci peut au pre-
mier abord paraitre curieux. Néanmoins, si I’'on se souvient du graphe de la
fonction de Jensen (section 2.1), ou la fonction de Jensen

1 ,
T — log |P(e*™| df
21 Jr)(2r7)
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Old—cc—bb—a T

Fig. 4.1. Le graphe de la fonction polynomiale tropicale d’une variable (4.3)

est aussi continue affine par morceaux avec neeuds en chaque log [£| ou & est
une racine de P, le fait précédent devient assez naturel. C’est en ce sens que
I'on peut définir le < lieu des zéros > d’une fonction polynomiale tropicale,
lieu que 'on qualifiera d’hypersurface tropicale.

Définition 4.2 (hypersurface tropicale [25]). L’hypersurface tropicale V (p;)
est le sous-ensemble de R™ constitué des points x de R™ ou le maximum des
formes affines impliquées dans une représentation de p; est atteint en au
moins deuz fonctions affines distinctes impliquées dans la prise de mazimum
réalisant la fonction polynomiale p, .

Exemple 4.2. Soit n = 2. Une fonction polynomiale tropicale se présente
alors comme

p
P, 22) = P ag © 2% @y (@F = (ix, jr). (4.2)
k=1

Une courbe tropicale corrrespondant a I'exemple (4.2) est dite courbe tropi-
cale plane.

La proposition suivante décrit les propriétés caractéristiques d’une telle
courbe.

6. En d’autres termes z € V(p:) si et seulement si p; n’est pas identiquement une
fonction affine au voisinage de x.

50



Proposition 4.1. La courbe tropicale V (p;) se présente comme un graphe
fini plongé dans le plan R*. Il a des arétes bornées (dits segments) et non
bornées (ce sont alors des demi-droites), de pentes toujours des nombres ra-
tionels.

Soit maintenant p; un polynome tropical x and y et tous les sommants
a; ® 2" ©y®7 présents dans une représentation de p,. En arithmétique < clas-
sique > chaque sommant est une fonction affine a,. + ixx + jry de (z,y). La
fonction tropicale polynomiale correspondant a '« évaluation > de p; as-
signe au point x € R” le maximum des fonctions affines impliquées dans la
représentation de py.

Exemple 4.3. Le graphe de la courbe tropicale V; définie comme le < lieu
des zéros > (au sens ci-dessus) de la fonction polynomiale

pz,y) =202"600r0ys20y*” e 00ray®0.  (4.3)
Il est représenté sur la figure 4.1. En accord avec la définition 4.2,
p(z,y) = max{2 + 2z, x + y,2 + 2y, z,y, 2}.

Afin de construire le graphe défini ainsi, on doit, pour toute paire d’indices
{i* = (i*,75%),7 = (7, §')}, résoudre un systéme d’équations ou d’inéquations,
a savoir

Qi + 1Ty + j e = ay +i'vy + j'w2 > a; +ix + jas,

ou i = (i,j) € Supp,, (support du polynoéme p;, c’est-a-dire multi-exposant
impliqué dans la représentation de p;). La solution de ce systéme est soit un
point, soit un segment , soit une demi-droite, soit ’ensemble vide. L’union
de tous les ensembles ainsi construits est la courbe tropicale représentée sur
la figure 4.2.

Comment construire une courbe tropicale a partir d’une subdivi-
sion du polyedre de Newton ?

Lorsque n = 2, il existe un moyen plus effectif de construire le graphe d’une
fonction polynomiale tropicale en se basant sur la subdivision du polyedre
de Newton attaché au polynome tropical que cette fonction représente.
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Fig. 4.2. Courbe et graphe de la fonction polynomiale tropicale (4.3)

Définition 4.3. Le polyedre de Newton A, d’un polyndéme tropical pi(z) de
la forme (4.2) (dans cet exemple avec n = 2) est l'enveloppe conveze des
exposants © = (iy,...,4,) des mondémes x* impliqués dans I’expression de
().

Si précisément n = 2, on appelle A, aussi le polygone de Newton. On in-
troduit la notion de subdivision du polygone de Newton A, comme suit. A
chaque mondéme tropical a; ® z'y’ figurant dans I'expression de p;(x), on as-
socie le point (i, j,a;) de R®. On consideére ensuite I'enveloppe convexe de
tous les points (i, j, a;) ainsi construits et la projection

T R = R*: (4,7,a;) — (4, 7).
L’image de cette projection fournit précisément le polygone de Newton A,,
avec la subdivision voulue.

Théoreme 4.1. La courbe tropicale V), est duale a la subdivision du polygone
de Newton A,, ainsi réalisée au sens suivant : les arétes de la courbe sont
orthogonales aux cotés du polygone tandis que les segments de cette courbe
sont orthogonauxr aux segments intérieurs impliqués dans cette subdivision de
polygone de Newton.

Exemple 4.4. Soit un polynome tropical de degré un

p(r,y) =A0rzdBoOyaC
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Son polygone de Newton est représenté sur la figure 4.3. Il n’est pas ici
subdivisé (la subdivision ne présente pas de segments autres que les faces de
dimension 1 du polygone de Newton).

Fig. 4.3. Subdivision de A,,, la courbe V), et son graphe, lorsque le polynome
tropical est py(z,y) = A0xr S BoOy®dC

Une subdivision de A, faisant apparaitre des segments autres que les faces
de dimension 1 de A,, n’est possible que si A, présente des points intérieurs
autres que ses sommets.

Exemple 4.5. Soit un polynome tropical du second degré
pi(2,y) =a @1 @by @ coroy®doy®e@yd f=0. (4.4)

Du point de vue de 'arithmétique classique, ce polynome définit la fonction
(polynomiale tropicale) affine par morceaux

max{a + 2z;b+2y;c+x+y;d+x,e+y, f}.

Le polygone de Newton du polynéme (4.4) est un triangle ayant des points a
coodonnées entieres (autres que les sommets) sur ses faces de dimension un.
Suivant les valeurs des coefficients, il y a onze types de courbe tropicale. On
en a représenté quelques uns sur les figures 4.5 et 4.6.

On peut aisément construire une courbe tropicale a l'aide du logiciel de cal-
cul symbolique Maple. Pour tracer un graphe tropical sous Maple, il est
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Fig. 4.5. Subdivision de A,, la courbe tropicale V'(p;) et son graphe lorsque
le polynome tropical est p(z,y) =22 Sz QYD Y P20 1 P20y d 2

25
B
=5
ot 'l
= )
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H
Ha

(]

Fig. 4.6. Subdivision de A, la courbe tropicale V' (p;) et son graphe lorsque le
polynome tropical est p(z,y) = 0022 @20 1r0yP0OY?B20rH20yH0
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nécessaire de charger au préalable les bibliotheques plots et plottools.
On utilise ensuite la fonction plot3d de la bibliotheque plots, dans laquelle
il est nécessaire de rentrer en l’encodant a la fois la fonction polynomiale
tropicale dont on souhaite tracer le graphe ainsi que le domaine en x,y au
dessus duquel on souhaite réaliser cette représentation.

Math Drawing Plot Animation

[ P Maple Plat ¥ ) TimesMewRoman ¥ )l1z v B [ U £ = OhlR = ;E
with( plots)
with( plattocis )

a = platid(2 x, x=—10 10, y =—10 10, axes = mevmal, calor = biueg)

b= plotid(x 4+ y, x=—10..10,y=-10 .10, axes = pormal, color = black)

¢ = plot3d(2 4+ x x=-10..10, y =—10 .10, axes = namal, color = red)

d = platid(2 + y, x=-10_10, y=-10 10, axes = normal, calor =magemta)
g = plot3d(0, x =—10 .10, y == 10 .10, axes = normal, color = green) .

Fr= plaid(2 y, x=—10 .10,y =-10..10, axess = parmal, color = yeliow)
display({a, b o, d e, F1),

Fig. 4.7. Le tracé du graphe sous Maplel3 lorsque le polynome tropical est
p(r,y) =22 0yPr0ye2020y®0

Pour tracer des surfaces, on utilise la commande
plot3d(expr, x=a ... b , y=c ... d, options)

ol expr est la fonction polynomiale tropicale dont on entend tracer le graphe,
x=a...b précise le domaine des abscisses et y=c...d celui des ordonnées.
Comme options, on peut modifier les axes de coordonnées (axis), I’affichage
en couleurs du graphe (color), la grille planaire (grid) et ainsi de suite. Pour
superposer les graphes, il faut exploiter la fonction display.

Le squelette d’'une amibe candidat a étre une hypersur-
face tropicale

A Pamibe A ¢ d’une hypersurface complexe, on peut associer deux hypersur-
faces réelles incluses dans Ay, a savoir le squelette de I'amibe et son contour.

Supposons que A’ C R™ N Ay soit 'ensemble des points a de Z" N Ay pour
lesquels de complémentaire de 'amibe A, définie par le polynome de Laurent
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f, présente une composante connexe de multiplicité a. Rappelons que A’
contient nécessairement tous les sommets du polyedre de Newton Ay.

Pour chaque o« € A" on définit un nombre réel a,, par

1 f(2)1dz Aoy Ndzy
= 1 ) 5 45
“ (2mi)" / ©8 z 21t 2p (4.5)
Log™!(x)
ou x € F,. Si a est un sommet du polyedre de Newton Ay alors
a, = log|ca|, (4.6)

mais en général a, dépend des coefficients {¢,} du polynéme f de maniere
tres imbriquée.

Considérons la fonction affine par morceaux Sy : R — R donnée par

St(x) = m&g{< a, T > +a,t, (4.7)

ou les a, sont calculés par les formules (4.5) ou (4.6).

Définition 4.4 ([22]). Le sous-ensemble des points x € R"™ au voisinage

desquels la fonction Sg(x) n'est pas réguliére s’appelle squelette de l’amibe
Ay

Comme Sy(x) est une fonction affine par morceaux que I’on peut comprendre
comme une fonction polynomiale tropicale, cette définition équivaut a dire
que le maximum dans (4.7) est atteint par au moins deux des fonctions affines
{<a, x> 4a,}.

Théoréme 4.2 ([22]). Le squelette de l'amibe Ay est un rétract au sens fort
par déformation de 'amibe Ay.

La fonction Sy est la fonction polynomiale tropicale associée au polynome
tropical

Se(x) = @ U © 9%

acA’

Alors le squelette de l’amibe d’une hypersurface s’interprete comme une hy-
persurface tropicale dont construction et étude reléevent alors de la géométrie
tropicale algébrique.
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Dans le cas n = 2, le squelette de I’amibe est une courbe tropicale de R?
consistant en demi-droites et segments (voir les figures 4.7 a 4.9). Il est pos-
sible de prédire I’allure de cette courbe a partir de la subdivision du polygone
de Newton. Mais il convient toutefois pour cela de connaitre la valeur précise
des coefficients a,, impliqués dans la définition de la fonction polynomiale tro-
picale Sy, coefficients dont on sait qu’ils sont reliés au polynome de Laurent
de maniere en général subtile par la relation (4.5). Calculer ces coefficients
a, s’avere en regle générale un difficile probleme.

Exemples d’amibes de courbes complexes avec leur squelette

Exemple 4.6. L’exemple classique et le plus simple d’amibe d’hypersuface
est celui de la droite complexe donnée comme le lieu des zéros dans T? du po-
lynéme de Laurent f(z) = az+bw+c. Le polygone de Newton A ne contient
dans ce cas aucun autre point a coordonnées entieres que ses sommets (c’est
un triangle de sommets (0,0),(0,1),(1,0)) et le complémentaire de ’amibe
A ne présente dans ce cas que trois composantes connexes Eyg, E1g, Ep; ; son
squelette est représenté sur la figure 4.7.

|7 <er
[w] = e2

0 ||

Fig. 4.7. La courbe V = z 4+ w — 1 = 0 sur le diagramme de Reinhardt, son
amibe Ay et le squelette de cette amibe

Exemple 4.7. Soit f(z) = 1+2z+w+2?/6+w?/6. Lacourbe V = {f(z) = 0},
son amibe et le squelette de cette amibe, ont été considérées dans [23]. On
y montre la que la fonction polynomiale tropicale Sy dans ce cas est de la
forme

St =max{0;an,0) + 21;a0,1) + T2; —In6 + 22;; — In6 + 225},
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ol a(10) = a(o,1) = In(3—1+/3). L’amibe de V et son squelette sont représentées
sur la figure 4.8.

I\

4
0 Y

Ay, amibe de f et son squelette lorsque f(2) :=1+ 2z +w + 2%/6 + w?/6

Exemple 4.8. L’étude des amibes est étroitement reliée avec la géométrie
locale de Calabi-Yau qui modélise les théories de gauge en physique. Un
exemple important dans la théorie U(1) est 'amibe du polynéme de Laurent

fz,w) =2 —b—alw—wr). (4.8)

Ce polynome f a comme polygone de Newton celui figuré sur la figure 4.9.
La fonction polynomiale tropicale Sa, est de la forme

Sa, = max{w;coo; N2 +y;n2 -y},
avec oo = In 4.
Exemple 4.9. Dans certains problemes, il s’avere nécessaire de considérer

des amibes dont le complémentaire présente le nombre maximal de compo-
santes connexes (voir aussi [24]). On considere ici le cas n = 2 et la courbe

V ={f(z,2) =A2 + Bz + Czizp+ Dzy + Ezo + F =} . (4.9)

Si I'amibe A definie par 4.9 présente dans son complémentaire une compo-
sante F, pour tout o € Z? N Ay, alors elle se présente comme sur la figure
4.10. Soit f(z1, 2z2) de la forme 4.9, ou A, B,C, D, E, F sont des nombres
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1 ‘

Le polygone de Newton Ay de f(z,w) = 2 — 5 — 2(w + w™'), son amibe et
son squelette

[
0 1 2

Ay, 'amibe et son squelette lorsque le polynome de Laurent est donné par
flz1, 22) = A22 + B22 + Cz129 + D2y + Ezy + F.
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complexes et A, B, F' sont non nuls. Alors la fonction polynomiale tropicale
Sy, définissant le squelette de 'amibe Ay, est de la forme

Sa;, = max{In[A| + 2z,In |B| + 2y, f,x + 1,y + B2, v +y + Bs},

ou ici

I

2AF
p1 =In ‘
vD? —4AF — D

2BF
B2 =In )
VE? —4BF — FE
4ABF

Pa = /DT —1AF + D) (VB = 1BF — E)"

Solidité de ’amibe d’un polynéme minimal

Dans le langage des amibes, la généralisation a plusieurs variables du fait que
les racines du polynomes f(z) = 2™ — a soient sur un méme cercle du plan
complexe, consiste en la notion de solidité de I'amibe A;.

Définition 4.5. Une amibe A; est dite solide si le nombre de composantes
connezes {E} de son complémentaire R" \ Ay est minimal, c¢’est-a-dire égal
exactement au nombre de sommets du polyédre de Newton de f.

Soit. f un polynome de Laurent

f(z) = Z Caz®.
acA
Définition 4.6. On dit que f est minimal ou encore le plus < creux > possible
si co # 0 seulement pour les a« = (o, ..., ) qui sont sommets du polyédre

de Newton Ay.

Il est naturel de formuler la question toujours ouverte : Tout polynome mi-
nimal (ou encore le plus creuz possible) au sens de la définition précédente
a-t’il une amibe solide?

Si 'on fait appel aux idées de la géométrie tropicale, on peut montrer que
la réponse a cette question est oui si n = 2 et si Ay n’a pas de points a
coordonnées entieres qui lui soit intérieur. Le squelette de ’amibe est bien
str alors défini par la fonction polynomiale tropicale

Sa, = ma}qx{log Ca|+ < a,z >},
acA’

!

ou A’ figure 'ensemble des sommets du polygone de Newton Ay.
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§5. Amibes généralisées

On suit ici une approche due a Igor Krichever [16].

§5.1. Amibe associée a une paire de différentielles sur
une courbe lisse a points marqués

On se donne une courbe algébrique lisse compacte ' de genre g avec des points
marqués distincts notés py, ..., pn. On note (I', {p1,...,pn}) ces données. Le
lemme suivant est en relation avec le lemme d’Abel inverse sur les surfaces
de Riemann.

Lemme 5.1. Etant donnée une collection {aj;j=1,..,N} de n nombres

réels telle que Zjvzl a; = 0. Il existe alors une unique forme méromorphe
dC, de poles exactement les points p;, j =1,..., N et telle que res,,[dC,] = a;
(pour tout j = 1,...,N) telle de plus que toutes les périodes de la forme d(,
sont imaginaires pures, ce qui Signifie

Re(/dga) —0 VYee H(I,Z). (5.1)

Remarque 5.1. On remarque que la clause (5.1) implique que

Co :p€lo=T\{p1, .., pn} > Re(/pdCa + C)

est une fonction monovalente” bien définie et harmonique (comme partie
réelle d’'une fonction holomorphe) sur I' privé des points p;, j = 1,..., N.

On se donne deux telles formes différentielles d(; et d(, correspondant au
choix de deux vecteurs linéairement indépendants a' et a? de RY. On intro-
duit

X :pEFOZF\{pl,...,pN}l—>Re</pdC1,/pdC2).

L’amibe associée ainsi a ' est 'image de I'y dans R? par cette application .

7. Ce devrait étre en principe une fonction multi-valuée mais compte tenu des
contraintes qui président au choix de d(,, cette fonction et bien monovalente.

61



Exemple 5.1 (le cas classique). Lorsque I' est une courbe plane, les deux
formes que 'on considere sont d(; = dz;/z;, j = 1,2, auquel cas x = Logr,,
les points marqués étant ici les points d’intersection de la courbe projective
plane avec les plans d’équations z; = 0 (j = 0, 1,2) dans P?(C).

Lemme 5.2 (généralisation de la notion de contour). Le lieu

v C 1—‘O = F\{plv'“apN}

des points critiques de lapplication x : T'g — R? est l'union du lieu o ot

R(p) = (;’—g)ro

est réel avec les points ou les deux différentielles d¢; s’annulent simul-
tanément?.
§5.3. La fonction de Ronkin généralisée
Soit x € R? et
Iy ={p€Tlo; x1(p) < 21, 22(p) < 22}

Définition 5.1 (fonction de Ronkin généralisée). On définit la fonction de
Ronkin généralisée par

p iz ER 8@% / /F sign(Im(R(p))) (dCy A dCs — déo A dG).

Hors des points du contour, la fonction p est réguliere et sa matrice hessienne
se calcule par exemple suivant la formule

1 1 1 Re (R(€))
Hess[p](z) = o Zx) IIm(R ()] (Re(R(f)) IR(E)? ) )

Eep—1(

§5.4. Extension au cadre multidimensionnel

L’extension de cette construction au cadre multi-dimensionnel a été réalisée
par Yuri Eliyashev [9].

8. Il peut bien sir ne pas en exister.
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§6. Amibes non archimédiennes

Ala place de |z;| dans la définition de Log, on peut considérer une valeur
absolue ultramétrique, c’est-a-dire satisfaisant I'inégalité triangulaire forte

|z + y| < max(|z], |y]).

Exemple 6.1. L’exemple des séries de Puiseux formelles est un exemple
significatif. Soit

P(t) = apt""= > cat” (cyp) #0).

K>m a>v(P)

une série de Puiseux formelle. La valuation de P(t) (définie comme ci-dessus)
est un nombre rationnel. On note K le corps des séries de Puiseu.

Définition 6.1. L’amibe d’un idéal I C C[Xy,...,X,] est définie comme
[tmage par application

(z1(1), ey 2p(t)) —> (v(21), -y v(20))

du sous-ensemble de K" constitué des (z1, ..., z,) tels que

P(z1(t), ..., za(t)) =0

(comme élément de K™) pour tout élément P € I.

En guise de conclusion ...
< Dans le monde qui nous entoure, tout est découvert ou redécouvert.

C’est pourquot il ne faut pas craindre de redécouvrir les choses >
Andrei Nikolalevitch Kolmogorov.
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