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Un probleme de base de la géométrie est de chercher a classifier les variétés : 'idée est de regrouper
toutes les variétés avec des caractéristiques communes. Ainsi, pour comprendre la forme des variétés d’une
meéme classe il suffit d’en étudier une.

Quelles sont alors les caractéristiques (les “filtres”) que 1'on cherche ? On cherche par exemple des
structures canoniques qui vivent sur la variété. L’exemple plus connu est le Théoréme d’Uniformisation
qui remonte au début du XIXe siecle et qui garantit que chaque variété (compacte lisse orientable) de
dimension réelle 2 admet une métriqgue (=objet canonique) a courbure constante. On a trois cas : courbure
constante positive et dans ce cas la variété peut étre identifiée avec la sphére ; courbure constante nulle et
dans ce cas la variété peut étre identifiée avec le tore ; et courbure constante négative et dans ce cas la
variété peut étre identifiée avec un “bouée avec au moins deux trous”, c’est-a-dire une surface de Riemann
de genre g > 2, ou le genre compte le nombre de trous.

Cependant, pour comprendre le monde dans lequel nous vivons il faut comprendre la situation en
dimension plus grande, au moins en dimension 3 ! Il y a beaucoup de fagons d’énvisager des généralisations
du théoreme d’uniformisation en dimension supérieure. Pour cette raison une option intéressante est de se
restreindre & un groupe plus petit de variétés : on travaille avec les variétés kiahlériennes (qui sont des
variétés tres spéciales) ; la branche de la géométrie différentielle consacrée a leur étude est la géométrie
kahlérienne. On réduit alors le probleme a I’étude des métriques canoniques en géométrie kahlérienne.
Parmi celles-ci la notion de métrique de Kdhler-Einstein joue un role tres important.

Mais, qu’est ce-que c’est une métrique de Kahler-Einstein ?

On considere X une variété kahlérienne compacte. On dit quune forme kéhlérienne @ est Kahler-Einstein
(KE) si elle vérifie la (celebre) équation d’Einstein, c’est a dire s’il existe A € R tel que

(KE) Ric(@) = A@.

Le membre de gauche de l'equation (KE) est la forme de Ricci de @.

On se pose alors la question de 'existence des solutions, i.e. si étant donnée une variété kahlérienne
quelconque, on peut toujours trouver une métrique KE. La réponse est malheureusement non. En réalité,
I'équation (KE) nous dit en particulier (en notant {-} la classe de cohomologie) que

(0.1) 1(X) = {Ric(@) =\ @},

ol ¢1(X) est un invariant topologique, appellé premiére classe de Chern. Il est important de souligner
que l'identité ¢;(X) = {Ric(@)}, vraie indépendamment de (KE), nous donne un lien tres fort entre la
topologie de la variété et sa structure métrique : a nouveau, cela est un des miracles du cas kédhlérien.

L’identité (0.1) force ¢1(X) & avoir une signe défini : ¢; > 0 (dans ce cas la variété est dite de Fano),
c1 = 0 (dans ce cas la variété est dite de Calabi-Yau), ¢; < 0 (dans ce cas la variété est dite de type
général). Comme dans le cas de dimension réelle 2, qui correspond a la dimension complexe 1, on retrouve
la distinction entre trois cas (et ici on dirait que la sphere est Fano, le tore est Calabi-Yau et les surfaces
de Riemann sont de type général).

Demander a la premiere classe de Chern d’avoir un signe défini est une obstruction forte a 1’existence de
métriques KE : il n’est pas toujours vrai qu'une classe de cohomologie admette (un représentant avec) un
signe défini.

Cela dit, méme si 'on se restreint & I'un de trois cas, comment attaquer concretement le probleme ?
Fait miraculeux du monde kéhlérien : I’équation (KE) (qui a priori est un systéme d’EDP) est équivalente
a une équation scalaire aux dérivées partielles non-linéaire, I’équation de Monge-Ampére complexe:

(MA,) (w + 100p)™ = e NP Thyn

ou h est une fonction lisse donnée et w sert de référence dans {@w}. On a donc réduit le probléme & trouver
une solution lisse ¢ de ’équation (MAy). La métrique KE voulue sera & = w + i90.
L’existence d’une solution lisse de (MA ) a été prouvée par Aubin [1] et Yau [7] dans le cas A < 0 et par
Yau [7] dans le cas A = 0 ; plus précisément, le théoreme de Yau (qui lui a valu la médaille Fields) garantit
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(entre autres) qu’étant données une variété kahlérienne X avec ¢1(X) = 0 et une classe de cohomologie
{w} sur X, il existe toujours une métrique wixp € {w} telle que Ric(wxr) = 0. Notons que le résultat de
Yau a changé le paysage : avant sa preuve de (ce qui était connu comme) la conjecture de Calabi on ne
connaissait pas d’exemples non triviaux d’espaces Ricci-plats.

Dans le cas de courbure positive (A > 0), c’est-a-dire quand X est une variété de Fano, la situation
est beaucoup plus compliquée : I'existence des métriques Kahler-Einstein n’est pas garantie en général.
Ce probleme est aujourd’hui un domaine de recherche tres actif et productif. Récemment, X.X. Chen, S.
Donaldson et S. Sun [3, 4, 5], et G. Tian [6], ont indépendamment prouvé ce qu’on appelle la conjecture
de Yau-Tian-Donaldson pour les métriques Kéahler-Einstein : une variété de Fano X admet une métrique
Kéhler-Einstein si et seulement si elle est K-stable (K-stabilité : propriétés de nature algébrique de la
variété).

La preuve de Yau de la conjecture de Calabi s’appuie sur la méthode de continuité, un outil classique
pour résoudre des EDP non linéaires : il consiste a déformer ’équation considérée en une version plus
simple pour laquelle nous avons déja existence d’une solution. L’objectif est d’établir différentes estimées a
priori. Comme souvent, I’étape la plus difficile ici est Iestimée C?, et pour cela Yau utilise un processus
itératif a la Moser.

Dans ce cours on montre une autre méthode pour résoudre ’équation (MA ) : la méthode variationelle,
développée dans [2]. Cette méthode, comme on va le voir, peut étre utlisée dans des situations beaucoup
plus générales (par exemple dans le cas ou e” € LP(X) pour quelque p > 1 et h ¢ C®(X,R)).

Pour cette raison on développe des outils de la théorie du pluripotentiel sur une variété kihlérienne
compacte (X,w) : on introduit les fonctions w-plurisousharmoniques et les classes d’énergie de Monge-
Ampere £(X,w) et E(X,w). Ces classes (spécialement £!) jouent un réle trées important dans I’approche
variationelle : I'idée de base est de maximiser une fonctionelle Fy (définie sur £'(X,w)) et de démontrer
qu’un point réalisant le maximum est solution de 1’équation de Monge-Ampere (MA ) qui nous intéresse.
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