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1. Problemes d’appartenance effectifs

§1.1. Présentation du probleme

Soient Fi, ..., F,, m polynomes en n variables a coefficients complexes
(F; € C[Xq, ..., X,]), oum germes dans 'anneau local Ocn g = Op, ou encore
m sections locales d'un certain faisceau d’anneaux F ([, ..., F,, € F(U), U
ouvert d’'une variété analytique complexe).

Etant donné & € C[Xi, ..., X,] (ou encore ® € @ ou ® € F(U)), on se
pose la question de savoir si ¢ appartient a 'idéal engendré par (Fi, ..., F},)
dans C[Xj, ..., X,] (ou encore, suivant le contexte, dans (Fi, ..., F,,,)Op ou
(F1,...,Fy)F(U)); dans tous les cas, on notera Zp l'idéal engendré par
Fy, ..., F,,. Plus précisément, on cherche a expliciter si cela est possible
Q1, ..., Qm (dans C[Xq, ..., X,,], Oy ou F(U) suivant le contexte) tels que

Jj=1

La premiere observation est que pour que @)1, ..., Q,, existent, il faut que F
s’annule sur le lieu des zéros communs Zp := {F} = --- = F,,,;} de F. De fait,
il s’agit de la seule obstruction si on s’accorde la possibilité de remplacer
® dans (1.1) par une puissance ®”. On rappelle en effet ici le Théoreme
des zéros de Hilbert (David Hilbert, 1890), ici dans le cadre algébrique de
C[Xy, ..., Xy



Théoréme 1.1 (Nullstellensatz, David Hilbert, 1890, [18]). Soient F, ..., F},
et ® € C[Xy,..., X, tels que F(z) = 0 pour tout z € Zp. Il existe v € N et
Q1, .., Qm € C[Xy, ..., X, tels que

Jj=1

Remarque 1.1. Dans le cas particulier ou Zz = (), on obtient 'existence
de @1, ..., Q,, tels que

L= Q;F; (1.3)
j=1

Remarque 1.2. On dispose d’un énoncé analogue a celui du Théoreme 1.1
dans le cadre ou C[X7, ..., X,,] est remplacé par I'anneau local Oy. C’est le
Nullstellensatz de Riickert.

§1.2. Le Nullstellensatz effectif

L’objectif est de borner v et les degrés des (); dans (1.2) ou (1.3). On
peut aussi se poser le probleme de borner les tailles (hauteurs logarithmiques

des numérateurs et dénominateurs coefficients) lorsque P;, Q € Z[ X7, ..., X,,]
(Berenstein-Yger [10], Krick-Pardo-Sombra [23]|, d’Andrea-Krick-Sombra
[1])-

Les premieres bornes effectives pour le Nullstellensatz sont dues a Greta
Hermann [15] : si FY, ..., F,,, sont des polynémes de degrés < d en n variables
et a coefficients complezes, tels que Zp = 0, il existe Qq, ..., Q. solutions de
(1.3) avec

max deg Q; < 2(2d)*"

1<j<m

(bornes doublement-exponentielles) ; les QQ; sont obtenus algorithmiquement
(théorie de I’élimination). Le recours a la division euclidienne et aux bases
de Grébner fournit dans le cas général une solution (Q1, ..., Q),,) au probleme
avec des estimations comparables.

Ce probleme a fait 'objet de nombreux travaux. Des bornes presque opti-
males furent obtenues a la fin des années 1980 par Dale W. Brownawell [8],
puis améliorées en 1988 par Janos Kollar.



Théoreme 1.2 (J. Kollar, 1988, [24]). On suppose que Fi,..,F,, €
C[Xy, ..., X, sont tels que maxdeg F; < d (d # 2) et que ® € C[X7, ..., X,)]
est tel que ®(z) = 0 pour tout z € Zp. Alors, il existe Qq,...,Qy, et v € N
tels que (1.2) soit remplie, avec

v <d' (p:=min(n,m)), deg(F;Q;) < (1+deg®)d".

Remarque 1.3. Dans le cas ou Zr = () et ol maxi<j<m deg F; < d avec
d # 2, il existe Q1, ..., @y, solutions de (1.3) avec max;<j<,, deg@; < d", olt
p = min(n, m). Ce résultat ne couvre pas pour l'instant le cas d = 2.

Remarque 1.4 (le cas d = 2). La conclusion du Théoréme 1.2 incluant le
cas d = 2 est due & M. Sombra (1999, [31]) et a Z. Jelonek (2005, [22]). On a
— sid=2et m <mn, on peut trouver les @; et v dans (1.2) avec v < 2™
et maxj<j<, deg@Q; < (1 + deg®)2™ et lorsque m < n (Z. Jelonek,
2005, [22]) ;
— sid = 2 et m > n, on peut trouver les Q; et v dans (1.2) avec v < 21
et maxy<j<m, deg @; < (1 + deg ®)2™*+! (M. Sombra, 1999, [31]).

Les bornes dans (1.2) et (1.3) peuvent étre précisées si ’on remplace d* par
dy---d, ond; =degljetd >dy>--->dy,_1 > dy. De plus, les bornes
du Théoreme de Kollar 1.2 sont essentiellement optimales comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 1.1 (J. Kollar, D. Masser, P. Philippon). Soient, dans le casn = 2,
et sid e N*,

Fi (X, X)) =1- X, X8 Fy(Xy, Xy) = 28,

On a Zrp = 0 et deg I} = deg F, = d. Supposons qu’il existe (), Q) dans
C[X1, Xo] avec 1 = @Q1F; + Q2F,. Considérons la courbe affine plane pa-
ramétrée par C* en

t € C s (t711/1).

On a
Fi(y(t) =1—t"1t" =0, Fy(y(t) =t

On a donc en exploitant 1 = Q1 F; + Q2 F5 que

Vte T, 1 =Qy(tdt 1/t)t1db),



Le monome Z;l @1 Qoit étre par conséquent présent dans (,, sinon, le fac-
teur t%@~1 ne saurait étre < tué >. On a donc deg @, > d(d — 1) et ainsi
deg Q2 > d?. Le résultat de Kolldr est donc optimal lorsque les F; sont sup-
posés quelconques : il existe, pour chaque n € N*, n polynomes Fi, ..., F},
tous de degré au plus d, sans zéros communs dans C", et tels que

1= Z Q,; F; pour un choix de Q; € C[X7, ..., X,,] = max deg Q; > d".
j=1 1<j<n
J:

§1.3. Le théoreme de Briangon-Skoda

Une question naturelle (dans le cadre algébrique des algebres de po-
lynoomes sur C) est de se demander si la réalisation effective du Nullstel-
lensatz (1.2) peut étre affinée en termes des degrés des polynomes @; et de
la taille de ’entier v lorsque 'on impose des conditions additionnelles soit
a ® (en plus de juste s’annuler sur Zg), soit au comportement a l'infini de
I'application polynomiale F = (F}, ..., F},,) de C" dans C™.

Les premiers résultats que nous envisageons ici concernent le cas ou ¢ s’an-
nule < au moins comme > ’application polynomiale F'.

On rappelle que ® € R = C[Xj, ..., X,,] ou Oy appartient a la cloture intégrale
de l'idéal Iy := (F1, ..., F,)R (ou les Fj appartiennent a R) dans R si et
seulement si il existe s € N*, ay,...,as € R avec a; € I3. pour j = 1,..., s,
tels que
o° + Z a;®*7 =0 dans R,

j=1
ou encore, ce qui est équivalent dans les deux cas envisagés ici (qui sont
R =C[Xy,.., X,] et R= ),

o .
u localement bornée au voisinage de Zp

|F|

(au voisinage de l'origine si R = ) si |F| désigne la norme euclidienne de
F = (Fy,...,F,,). On notera la cloture intégrale de 'idéal Zr par Zp.

Théoréme 1.3 (J. Briangon, H. Skoda, 1974, [8]). Si F = ([, ..., F),) est
une application polynomiale de C" dans C™ (respec_tivement un germe d’ap-
plication holomorphe de Oy dans OF') et que ® € Tt avec 1 = inf(n,m), ce
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qui équivaut a dire :

)
ﬁ localement bornée au voisinage de Zp,
alors, il existe Q1, ..., Qy dans R = C[Xy, ..., X,)| (respectivement dans Oy)
tels que

o= zm: Q,F;. (1.4)
j=1

Remarque 1.5. La formulation originelle de ce résultat était la suivante : si
|®|/|F| est localement bornée au voisinage de Zr alors & = 3" | Q; Fj avec
Q1,...,Qm € R. Par exemple si R = C[X}, X5] et que F} = X2, F, = X3 et
® = X?X,, on a bien que ®/|F|* est localement bornée au voisinage de Zg,
donc ® € Zp. Bien sir ici ® ne saurait étre de la forme U2, La formulation
du Théoreme 1.3 est donc plus forte que la formulation originelle.

En 2001, M. Hickel prouva le résultat suivant (dans le cadre de 'algebre
polynomiale R = C[X1, ..., X,,]).
Théoréme 1.4 (M. Hickel, 2001, [17]). Soient Fi,..., F, € C[X, ..., X,]

avec maxi<j<,deg I; < d et & € Ih. Alors, il est possible de trouver des
polynomes Q; (j =1,...,m) satisfaisant (1.4) avec de plus

max deg(F;Q;) < deg® + pd”.
1<j<m

Remarque 1.6.
— On peut préciser ce résultat si 'on prend en compte des bornes
séparées deg F; < d; pour les polynémes F; (j =1,...,m).
— On peut comparer ce résultat a celui de Kollar (théoreme 1.2) et
observer que dans le cas ou Zr = (), on obtient la borne d*, mais
multipliée ici par le facteur pu.

§1.4. Meilleure géométrie a I’infini = meilleures bornes

Nous montrons dans cette sous-section comment la géométrie des zéros
de F' < a l'infini > peut affecter les bornes dans le Nullstellensatz effectif.

On introduit ici Cntl 0 0
e \ {(0, ..., }7

~




la relation d’équivalence ~ étant la relation de colinéarité
2= (20, 0 2n) ~ W = (Wo, ..., wy,) <= I € C* tel quew = Az.

On notera [zg : -+ - : z,] la classe d’équivalence de (2o, ..., z,).
Alors C" s’identifie a 'ouvert

Ct~{lzo0: - :2n); 200} ={[1:21/20: -+ : zn/20]; 20 # 0}
et
PP\NC" ={[0:21:-:2,]; (21,0, 20) € C"\{(0,...,0)}} = {20 =0}

est dit hyperplan a l'infini de P et noté H..

A un polynéome F € C[X7, ..., X,,], on peut associer son homogénéisé
F(Xoy s X)) 1= X§BF(X1/ X0, ooy X0/ X0)

et considérer alors z € P" — f(z) comme une section globale du fibré en
droites O(deg F).

Si F,..., F,, sont des polynomes de degrés d; au plus d et & un polynome
de degré p > d, dire que 'on a ¢ = Z;”:l Q;F; avec maxi<j<m, deg F;Q; = p
équivaut a dire (en considérant les homogénéisations) que

v = Z fi;
j=1
ou f; figure I'homogénéisé de F; (de degré d;), ¢ celui de ® (de degré p) et

g; est un polynome homogene de degré p — d;.

Exemple 1.2. On reprend ici 'exemple 1.1. Les homogénéisés de I} et F,
sont ici respectivement

f[i(Xo, X1, Xo) = X§ — X1 X57', folXo, X1, Xo) = X

Dire que ¢(Xo, X1, X2) = X§ appartient a I'idéal homogene (f1, f2) implique
en particulier que

©(Xo, X1,1) = X[ € (Xg — X1, XY).

On voit encore que nécessairement p > d?.
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On remarque heuristiquement a partir de cet exemple que le fait que F
possede un zéro isolé (de multiplicité la plus grande possible) a l'infini in-
duit la pire situation en ce qui concerne les estimations de v et (donc) de
maxi<j<m, deg F;@); dans le théoréme de Kollar 1.2.

Examinons par contre ici le cas ou 'application polynomiale F' ne possede
aucun zéro a l'infini.

Théoréme 1.5 (théoreme de Macaulay, 1916, [26]). Si Fi, ..., F,, sont m
éléments de C[Xy, ..., X,] de degrés au plus d € N* dont les homogénéisés
f1s ey fn ont comme seul zéro commun origine de (0, ...,0) de C"*', ce qui
équivaut a dire que F, ..., F,, n’ont aucun zéro commun ni dans C", ni méme

dans P", alors il ezxiste Q1, ..., Qm dans C[Xy, ..., X,] tels que

1= ZQij et 1r<nj22<ndeg(Fij) <(n+1)d—n. (1.5)
J=1 o

§1.5. Le Nullstellensatz géométrique de Ein-Lazarsfeld

Un autre exemple de situation ou une information sur la variété < a l'in-
fini > de Zp s’avere utile aux fins d’améliorer les bornes, cette fois dans le
théoreme de Briangon-Skoda 1.3 (et non plus dans le théoreme de Kollar 1.2)
est le résultat obtenu par L. Ein et R. Lazarsfeld en 1999.

I1 faut tout d’abord introduire quelques notions de géométrie analytique. Soit
f une collection de m > 1 polyndémes homogenes en n+1 variables Xg, ..., X,.

On introduit les wvariétés distinguées (au sens de Fulton-MacPherson) de
I'idéal homogene Zy sur P". Pour cela, on réalise I’éclatement normalisé

T :]TD;—HP’”

le long de 'idéal Z;. 1l se trouve alors que 7 !(Zy) se trouve étre le sup-

port d’un fibré en droites & — I@;, dit diviseur exceptionnel de 'application
polynomiale homogene (f) (localement 7*(f) s’exprime comme le produit
tensoriel d’une section holomorphe de £ par une section ne s’annulant pas
d’un certain fibré holomorphe de rang m). Pour chaque j = 0, ..., dim Z¢, on
note Z¢ ; 'union des variétés algébriques 7(Y;,), ou les Y, sont les compo-
santes irréductibles du support du diviseur exceptionnel £ dont 'image par
7 est exactement de codimension n — j dans P".




On a

On note aussi

() max {codim Z¢ ;; Z;; C Hs} si cet ensemble est non vide
C =
> —00  sinon.

On observe que ¢y, < min(n,m).

Exemple 1.3. Dans I'exemple 1.1 on f1(Xo, X1, Xs) = X¢ — X1 XI ! et
f2(Xo, X1, Xo) = X{, I'ensemble Z; est le point a l'infini {29 = 21 = 0} et
l'on a donc ¢y = 2.

Théoréme 1.6 (L. Ein et R. Lazarsfeld, 1999, [14]). Soient F,..., F,,, ®,
m + 1 éléments de C[Xq, ..., X,,] tels que Fy, ..., F,, soient de degrés au plus
d et que |®|/|F|" soit localement bornée au voisinage de Zg. Il existe alors
des polynomes Q1, ..., Q.. tels que

o= ZQJ-FJ-, 1r<nj85<ndeg(Qij) < max ( deg ®+pud™ , (n+1)d—n). (1.6)
Jj=1 o

Remarque 1.7.
— Le résultat de Ein-Lazarsfeld est énoncé dans le cadre plus général des
variétés analytiques complexes lisses (a la place de P™).
— En injectant le fait que c,, < i, on obtient un raffinement du résultat
de M. Hickel (théoreme 1.4).
— Si de plus Zr = 0, ce résultat assure l'existence de polynomes

Q1, ., @ tels que 1= 770 Q;F avec
max(deg Q; F;) < max(ud®, (n+1)d —n),

résultat que l'on peut comparer avec celui de Kollar (théoreme 1.2)
ou d* remplace pd®=.

— Sienfin Z; = (), on a d°° = 0 et 'on retrouve en prenant ¢ = 1 la
conclusion du théoreme de Macaulay 1.5.



Les objectifs a ce stade. Notre objectif a partir de maintenant est de
prouver les théoremes 1.3, 1.4 et 1.6 en exploitant la théorie des courants
résidus, étres analytiques en correspondance avec les idéaux de C[ X7, ..., X},)
ou Oo.

La démarche a venir. Donnons une idée rapide de la manieére de procéder;
prenons pour cela le modele de I’énoncé du théoreme 1.6. Les deux étapes de
la démarche seront les suivantes.

1. Tout d’abord, il conviendra de vérifier sous les hypotheses proposées
I'appartenance locale de ® a 'idéal (F'); c’est précisément a cette fin
que sera exploitée la machinerie des courants résiduels (introduite sec-
tion 2). La premiere entrée dans la prise de maximum contrélant en
(1.6) le maximum des degrés des F;Q); proviendra d’'une telle étude.

2. 1l faudra ensuite passer du local au global en utilisant la résolution de
I'opérateur 0. On levera ainsi les obstructions de nature cohomologique
et le prix a payer correspondra a la seconde entrée dans la prise de
maximum controlant en (1.6) le maximum des degrés des F;Q);.

§2. Courants, courants résiduels classiques

§1.1. La notion de courant, exemples

Exemple 2.1 (courant d’intégration sur une sous-variété lisse). Soit Z C X
une sous-variété lisse de dimension d d’une variété analytique complexe X.
Le courant d’intégration [Z] sur Z est le courant de bi-dimension (d, d) défini
par

e DPP(X) — / §2-
X
Il s’agit d’un courant d’ordre 0 et de support I’'ensemble Z.

Exemple 2.2 (courant d’intégration sur un sous-ensemble analytique fermé
de dimension pure). Soit Z un sous-ensemble analytique de dimension pure
égale a d d’une variété analytique complexe. Le lieu singulier Zg,, de Z est
aussi un sous-ensemble analytique fermé de X, inclus dans Z, de dimension (a
priori non pure) strictement inférieure a d. Il existe une famille de fonctions
< plateau »(ou aussi < cut-off ») (x:)eso de support compact inclus dans
Vouvert X'\ Zgye convergeant uniformément sur tout compact vers la fonction
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constante égale a 1 sur X. On admettra ici que pour toute forme test & de
bidegré (p, p), la limite

lim [ ¥.& =lim Ve &

e—0 A e—0 Zreg
(OU Zyeg = Z \ Zging) existe du fait que le courant d’intégration sur la sous-
variété lisse (de dimension d) Z,, a une masse finie au voisinage de tout

point de Z (voir par exemple [12], I, Lemme 2.6). On définit alors le courant
d’intégration [Z] sur Z comme le courant de bi-dimension (d, d) :

£ € DPP(X) — ygg/zwe& —tim [ w.c.

Zreg

§1.2. Opérations sur les courants

§1.3. Courants résiduels

Les courants résiduels permettent de représenter les idéaux, au méme titre
que les courants d’intégration (voir 'exemple 2.2) permettent de représenter
les sous-ensembles analytiques fermés. Leur champ d’application concerne
I’algebre, I'analyse et la géométrie, par exemple
— les probléemes de division (on en verra des exemples dans ce cours)
— la résolution du 0 sur les espaces analytiques singuliers.

Courant résidu associé a une fonction holomophe ([16],1971)

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert de CV (ou sur une variété
analytique complexe X de dimension N). On définit la distribution Valeur
Principale PV[1/f] (que pour simplifier on notera 1/f) par

|
Ve € D(Q), <?,g> — lim %dAzN, (2.1)

e—0 |f‘2€

oll d\gx est la mesure de Lebesgue 2N-dimensionnelle dans CV ~ RV, Cette
distribution est bien définie (on y reviendra).
On a les propriétés suivantes.

1. Il est immédiat de vérifier qu'au sens des distributions f-1/f =1; en
effet
£

VEe D), lim = dA :/ dAanN.
een(@), limy [ fd= [
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2. Si (X< )es0 est une famille de fonctions plateau de support dans Q\ f~1(0)
convergeant lorsque ¢ tend vers 0 vers la fonction 1 uniformément sur
tout compact de €2, on a

1
f Y

3. On peut aussi réaliser la distribution 1/f ainsi :

Ve e D), < §> = lim QX5§dA2N. (2.2)

0

Ve e D) <1 §> [/m%{d}\ } (2.3)
) o - 2N ) .
/ o [ A=0

la prise de crochet au membre de droite signifiant que 1’on suit le pro-
longement analytique depuis le demi-plan Re A >> 1 et que 'on évalue
la valeur en A = 0, le prolongement analytique s’avérant possible dans
un demi-plan {Re A > —n;} avec e > 0 dépendant du support compact
K de €.

L’existence de la distribution 1/f, tout comme les propriétés 2 et 3 ci-dessus
traduisant des manieres alternatives de la définir, sont justifiées par le re-
cours au théoreme de résolution des singularités d’Hironaka [19] qui permet
de ramener la situation au cas ou f se présente localement comme le pro-
duit d’une fonction holomorphe inversible par un monéme (situation dite < a
croisements normaux ).

Une fois la distribution 1/f définie, on peut envisager 9(1/f) au sens des
courants. Il faut ici penser 1/f comme un (0,0)-courant, agissant donc sur
les (n,n)-formes tests. On a ainsi

veern, (o(3)€)=-(hoe) =iy [ %

. 3 5 Stokes ;. / 5
= — lim (=) "= lim =, (24
e—0 |f‘28 (f) e—0 |f|:€ f ( )

ou le cycle {|f| = €} est orienté de maniere a ce que la restriction au support
de ce cycle de d arg f soit une forme positive. On a, compte-tenu des propriétés
2 et 3 ci-dessus, au sens des courants

5(%) = lim 8}@ = [5(|f}2k>ho = a1 ﬂm. (2.5)

Voici quelques propriétés du courant résiduel O(1/f) :
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1. 1l s’agit d’'un courant de bidegré (0,1) et de support I'hypersurface
{f =0}

2. On dispose de la formule de Lelong-Poincaré

a(%) Adf = 2ir [f = 0], (2.6)
Le courant d ’intégration doit ici étre entendu avec multiplicités (du
point de vue de la géométrie algébrique, on le note aussi [div(f)] car
il s’agit du courant d’intégration attaché au diviseur de f, vue comme
section holomorphe du fibré en droites trivial au dessus de €2). On note
aussi souvent le second membre de (2.6)

Tlog| £ = —d0log | fP = 2im (L4 — 5(2
9dlog | f|2 = —00log |f? = 2@#8(’f|2> _ a(f) Adf.(2.7)
3. Le courant résiduel d(1/f) peut étre d’ordre positif.

Proposition 2.1 (principe de dualité). Soit f, g deuz fonctions holomorphes
dans Q) (connexe) avec f # 0 dans Q). Il est équivalent de dire que

/1
afl)-o
f
(au sens des courants) et que g € (f) ot (f) est lidéal principal engendré
par [ dans l'anneau integre des fonctions holomorphes dans ).

Démonstration.
— Si g = fg', on a d’apres la regle de Leibniz

g-@(%) ~o(4) =g =0

r})

et que l'on considere la fonction méromorphe g/f = ¢’ et [¢'] la dis-
tribution correspondante!. On a

= = =1
olg)) = Dlo/11=90(5) =0
1. On rappelle ici que toute fonction méromorphe ¢’ sur  induit une unique distribu-

tion sur €2 dont la restriction au complémentaire du lieu polaire est la fonction holomorphe
g', cette distribution étant définie comme u - 1/v si ¢’ s’exprime localement u/v.

— Si
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(la seconde égalité résultant de la formule de Leibniz). D’apres I'hy-
poellipticité de 'opérateur 0 (lemme de Dolbeault), on en déduit que
g’ est en fait holomorphe dans (2.

O

On peut donc penser d(1/f) comme < représentant > 1'idéal principal (f).

Exemple 2.3. Soient n =1, Q = C, f(z) = 2* avec a € N*. Un calcul facile
montre que

veenio. (o(L). o) = 2o (L) o

Ceci se voit en utilisant le développement de Taylor de £ (en 2, 2) au voisinage
de l'origine. On voit donc que le courant résidu 9(1/z%) est d’ordre a — 1. La
formule de Lelong-Poincaré (2.6) s’exprime dans ce cas

5(2—1a> Ndz* =2imalz =0].

La proposition 2.1 se traduit en disant que pour que g € Oy soit divisible
par z%, il faut et il suffit que toutes les dérivées de ¢ jusqu’a l'ordre a — 1,
évaluées en z = 0, donnent la valeur 0.

Exemple 2.4. Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle dans
un ouvert connexe 2 de C, nulle en un point o € Q et £ € D(12), identique-
ment 1 au voisinage de « et nulle au voisinage de tous les autres zéros de f
dans 2. Alors

<5(%> : 5dz> = lim = dz = lim = dz = 2imres,(1/f)

ou res, (1/f) est le coefficient de 1/(z — ) dans le développement de Laurent

de la fonction méromorphe 1/f au voisinage de .

§1.4. Courants résiduels attachés aux intersections
completes

Soient fi, ..., f, p < N fonctions holomorphes dans un ouvert Q de CV
(ou d’une variété analytique complexe X de dimension N). Si

codim{f; =---= f, =0} =p, (2.8)

13



on dit que (f1, ..., fp) définit un idéal (ou un faisceaux d’idéaux) en position
d’wntersection complete.

La multiplication de courants n’est pas en général une opération possible.
Toutefois, sous I'hypotheése d’intersection compléte (2.8), on peut ([11], 1978)
construire un (0, p)-courant que 1’on notera

w= A3(7)

Le courant RéH agit de la maniére suivante sur les formes de bidegré (n,n—p)
de la maniere suivante. On choisit €(t) >> ea(t) >> .-+ >> ¢,(t) tendant
vers 0 lorsque t €]0, 1] tend vers 0 de la maniere < dissymétrique > suivante :
pour tout entier k entre 2 et p, e,(t) = o(et_,(t)) pour tout entier £ € N*
lorsque ¢ tend vers 0,. On note ensuite

={lAl =), ... [fol = ()}

et l'on considere cet ensemble comme le support d'un cycle orienté (noté
aussi I'.;)) en convenant que la forme AY_, d(arg(f;)) est positive sur la
partie réguliere du support de ce cycle. On pose alors

V& e DMP(Q), <RCH,§) = lim _&

t—0 L. fl fp (2.9>

On dispose aujourd’hui d’approches plus < robustes > pour la construction
du courant RéH. En voici deux :

1. Sil’on considere des fonctions xy, ..., x, de classe C*° sur [0, +o0] telles

que x;j(0) = 0 et x;(c0) = 1 et que l'on pose, pour tout ¢; > 0,
_XJ(‘fjl /€j), alors

1 5. &

ox;’

Rly= lim b,

e= (51,‘..,sp)—>0j:p fj

au voisinage de {f1 = --- = f, = 0} dans , la limite étant cette fois
inconditionnelle ([7], 2010).

2. La fonction

(A ooy Ay) — /\ (‘f}r )

]_
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se prolonge depuis {ReA\; >>1,...,Re A\, >> 1} en une fonction holo-
morphe dans {Re\; > —n,...,Re\, > —n} pour un certain n > 0, a
valeurs dans I'espace des courants de bidegré (0,p) (toujours dans un
voisinage suffisamment petit de {f; = --- = f, = 0}) et sa valeur en
(0, ..., 0) est égale précisément a Ry, ([30], 2009). Ici encore, on retrouve
sous une autre forme le caractere < inconditionnel > de ’approche de
0 € CP cette fois par A = (A1, ..., Ap).

Voici quelques propriétés du courant RéH attaché a (fi, ..., f,) définissant une
intersection compléte dans un ouvert Q de CV (ou d’'une variété analytique
complexe de dimension N).

1. IIs’agit d'un courant de bi-degré (0, p), de support {f; = --- = f, = 0}.

2. On a la formule de Lelong-Poincaré
N1
(/\ a(f)) Ndfy A Adf, = (2im)? [div(fi) A - Adiv(f)], (2.10)
=t

ou le courant d’intégration figurant au membre de droite est le courant
d’intégration sur 'ensemble {f; = --- = f, = 0}, chaque composante
irréductible étant affectée de la multiplicité au sens de Hilbert-Samuel
au point générique de cette composante.

Théoréme 2.1 (théoréeme de dualité, A. Dickenstein et C. Cessa ([13], 1985),
M. Passare ([28], 1988)). Soit g une fonction holomorphe dans un ouvert §2
de CV et f = (f1,..., fp) définissant une intersection compléte dans Q. On a
I’équivalence

g- RéH = 0 au sens des courants dans Q < g € (Ij) . dans Q.

lo

Une regle importante permet d’envisager le calcul des courants résiduels dans
le cadre des intersections completes.

Théoréeme 2.2 (loi de transformation (A. Dickenstein, C. Cessa, 1985 [13])).
Sotent fi,..., fp et g1,...,9, 2p fonctions holomorphes dans un ouvert €} de
CN, telles que

codim {f; == f,} =codim{gy =---=g,} =p
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et qu’il existe une matrice A de fonctions holomorphes dans ) telle que

[f1s oo fol = A {91500 G-

Alors, on a au sens des courants dans €2,
p p
/1 =/ 1
NO(=) =deta- N\ ().
j=1 9 PR E

Remarque 2.1. Si (fi,..., f,) et (g1,...,9p) engendrent le méme idéal, il
existe une matrice de taille (p,p) a entrées holomorphes dans 2 et de
déterminant inversible a telle que RéH = a - RYy. La loi de transformation
justifie dans le cas des intersections completes que le courant RéH ne dépende
que de I'idéal (fi, ..., f,) et non du systeme de générateurs, pourvu toutefois
que celui ci définisse une intersection complete.

Exemple 2.5. Si ay,...,a, (p < N) sont des entiers strictement positifs, on
a, pour toute fonction £ € D(CV),

(R ot
J=1 J

4 (2im)? / ((L> ()0, 2p11, 25) Dhagrp

(ap — 1)+ (ap, —1)! 0zt - 02"

olt dAy(n—p) est la mesure de Lebesgue 2(N —p)-dimensionnelle lorsque p < N
et

(No() s} = () @) 00

§3. Courants et idéaux en situation générale
L’objectif de cette section est d’associer a un idéal un courant résiduel. Nous

ne disposerons cependant plus de représentant < canonique > tel RéH lorsque
I’idéal ne sera plus défini comme une intersection complete.
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On peut définir des courants résiduels indépendamment de I’hypothese d’in-
tersection complete : par exemple ([28], 1988), les courants

se présentent comme des moyennes d’intégrales résiduelles. De tels courants
vérifient des propriétés intéressantes, par exemple :

— les facteurs anti-commutent

— ce calcul se plie a la regle de Leibniz.
Mais : le support reste de codimension p; aucune chance donc de réaliser un
théoeme de dualité sauf si on se trouve dans le cadre intersection complete.

Nous allons donc introduire deux autres types de courants résiduels :

— Les courants de type Bochner-Martinelli (BM) introduits par M. Pas-
sare, A. Tsikh et A. Yger ([29], 2000), puis étudiés ensuite par M.
Andersson ([2], 2004) ;

— les courants attachés a des résolutions libres d’idéaux (M. Lejeune-
Jalabert [[25], 1981], M. Andersson et E. Wulcan [[3], 2007]).

§3.1. Courants résiduels du type Bochner-Martinelli

Ces courants ont été introduits dans [29], puis étudiés ensuite par M.
Andersson dans [2], qui a mis en évidence leur role d’obstruction dans la
réalisation de la division effective.

Soit f = (f1,..., fm) un m-uplet de fonctions holomorphes dans un ouvert
Q de CV (ou plus généralement d’une variété analytique complexe de di-
mension V). Le role du courant que nous allons construire sera de < captu-
rer > I’obstruction au probleme de division suivant : étant donnée une fonction
¢ holomorphe dans €2, appartient-t-elle (localement) a 'idéal engendré par
fro ey fm?

On considere le fibré trivial £ = (2 x C™ au dessus de X et le repere canonique
(€1,...,em) de ce fibré. Soit (e3,...,ek ) le repere dual du fibré dual E*. On
identifiera f avec la section

m

f= ijej

Jj=1
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de E*. On introduit le compleze de Koszul (X = € ou plus généralement une
variété analytique complexe)

m m—1
0—ANEL NED L EAELE L B = X xC 0

ou A" E désigne la puissance extérieure E A --- A E (k fois) de E, fibré de
rang () ayant pour repére

{er ==ey N Nej ;1 <y <o <ip <m}

et 0y désigne l'opérateur de contraction avec f défini par C-linéarité et les
relations

—

k
5f(61) = Z(_ly_lfizeil ARERNA [eiz] AR

=1

pour tout multi-indice ordonnée I de longueur k& = 1,...,m (le chapeau si-
gnifie que 1'on exclut le facteur qu’il coiffe).

Exemple 3.1 (les cas m =1 et m = 2).
— Dans le cas m = 1 (une fonction f), on a E = X x C et le complexe
de Koszul s’écrit

0 F 2 X xC —0

avec dr(e) = f.

— Dans le cas m = 2 (deux fonctions f; et f3) le morphisme dy
E — X x C est défini par ds(e1) = f1 et 07(e2) = fo. Le morphisme
df : EANE — E est défini par

dg(er Neg) = frea — faeq.
Le complexe s’écrit alors

[—fﬂ fi /o]

O— FANE —F —  XxC—70.

On a les propriétés suivantes.

1. On a (5} = 0, d’ot1 la terminologie complexe de Koszul.
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2. Le morphisme df est une anti-dérivation, au sens suivant :
Sp(aAB)=0pa) ANB+ (=1)Fands(B) Yae ANE, V3eAE.

Proposition 3.1. Le complexe de Koszul est exact ponctuellement (< point-
wise > dans la terminologie anglo-sazonne) au dessus de X \{f = 0} au sens
suvant : st a est une section locale de /\k E au voisinage de z € X tel que
f(2) # 0 telle que 6¢(a) = 0 au voisinage de z, alors il existe une section [3

de N*" E au voisinage de = telle que a = 64(f).

Démonstration. Soit z tel que f(z) # 0. Il existe une section locale o de F
au voisinage de z telle que d¢(0) = 1 au voisinage de z. Si

k k+1
T :aE/\En—>a/\a€ /\E,
on dispose de la relation d’homotopie

(au voisinage de z). On a en effet

(Todg+0dp0T) () =0 ANdg(a)+ (0 Aa)
=0 ANdf(a)+1la—oANdg(a) =a

au voisinage de z. Ainsi si d¢(a) = 0, on a a = d¢(T(a)) et I'on prend

B=T(a). 0

Armés de cette proposition, nous allons utiliser le complexe de Koszul
pour résoudre le probleme de division impliquant f localement sur X (et
matérialiser ’obstruction).

On commence pour cela a prolonger df et 0 a l'algebre extérieure au dessus
de E @ T}, ce en respectant les conventions

e; Ndz, =—dzpyNe; (j=1,...mk=1..,N).

Ainsi 0¢ et 0 anti-commutent.

On notera a partir de maintenant, pour tout k =0, ..., m, et tout £ =0, ..., N
par (A" E) le fibré dont les sections sont les (0, )-formes & valeurs dans

N E.
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Sip=3_"", pje; est une section de £ dans un ouvert de X, on observe que
d0f(p) = >0 p;fj dans ce méme ouvert. Ainsi on peut formuler le probleme
de division relatif a la réalisation effective de I'appartenance d’une fonction
holomorphe ¢ a l'idéal (f) hors de Zf en la question suivante : peut-on
trouver une section ¢ de E au dessus de X \ Z¢ telle que 6¢(¢)) = ¢ dans
X\Z¢?

Nous allons étudier tout d’abord le probleme local. Soit z € X \ Zy.

D’apres la proposition 3.1 il existe (si 'on invoque le lemme de partition
de T'unité) une section u; de E au voisinage de z telle que d¢(u1) = . Si
Ouy, = 0, c’est gagné. Sinon, on a

57(0ur) = ~0(0p(m)) = ~p = 0.

Toujours d’apres la Proposition 3.1, il existe donc uy section de & ( /\2 E)
au voisinage de z telle que du; = d¢(us). On continue de la sorte :

5f(5U2) = —5(5fu2) = —52(U1> =0

au voisinage de z. Si 'on poursuit de la sorte on génére une suite (ug)r>1
avec uy, section de & x_1( /\k E) au voisinage de z pour tout £ > 1 et

O (ur) = O(uup—1)

au voisinage de z. On finira par arriver & O(Umin(m,n+1)) = 0 au voisinage de
z pour des raisons de degré.

On rappelle maintenant le lemme de Dolbeault, affirmant I'exactitude du
complexe de faisceaux
0 — O(X, F) 5 &,(F) % E9a(F) 25 - (3.1)

pour tout fibré holomorphe F. Si 'on pose M := min(m, N + 1), on peut
donc résoudre au voisinage de z

Toujours au voisinage de z, on a

3(UM,1 + 5f(UM)) = 6<UM,1) — 5f(uM) =0.
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On peut donc résoudre au voisinage de z
Upr—1 + 5f(UM) = 5(?}]\4_1).

A nouveau

O(unr—2 +0g(vn-1)) = O(unr—2) = 0p (urr—1 + d(var))
== 8(UM_2) - 5f(uM_1) = 0.

On poursuit de la sorte en résolvant chaque fois au voisinage de z

U + (5f<Uk+1) = 8<Uk)

. k . . .
avec vy, section de & x—2(/\" E) au voisinage de z. Lorsque 'on arrive a k = 2,
on remarque que

Y =uy + 0f(v2)

définit une section holomorphe locale de F au voisinage de z telle que 1'on
ait 0¢(¢) = ¢.

On remarque en suivant cette construction que si a chaque étape on peut
résoudre le O globalement dans un ouvert de X \ Z¢, alors on disposera
d’une section holomorphe globale v de E dans cet ouvert telle que, toujours
dans cet ouvert, on ait d¢(¢) = .

Se pose maintenant le probleme de « passer au travers > de I'< obstacle » Z¢.

On remarque pour cela que le lemme de Dolbeault reste valable au niveau non
plus des formes différentielles (exactitude du complexe de faisceaux (3.1)),
mais au niveau des courants (on peut remplacer £ (A" E) dans (3.1) par le
faisceau dont les sections au dessus d’un ouvert de X sont les (0, £)-courants
dans cet ouvert, a valeurs dans /\k E). Ainsi, si 'on peut trouver une exten-
sion wuy, au sens des courants (au travers de Zf) avec

Sp(ug) = O(up—1) (VE>2) et dp(uy) = o, (3.2)

on parviendra suivant le schéma développé précédemment a réaliser au voi-
sinage de chaque point z de X une section holomorphe locale de E telle que
0p(¥) = .

Pour ce faire nous allons construire un courant u explicitement lorsque ¢ = 1.
L’obstruction au passage < au travers de Zy » dans la démarche préédente
mettra précisément en évidence le courant résiduel.
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On introduit 'opérateur

\Y% f = 0 f— 5
que 'on fera agir sur fibrés sont les (0, £)-formes a valeurs dans /\k E ou bien
(éventuellement) les (0, ¢)-courants & valeurs dans A" E. On a V2 = 0 et

Vi(aAB)=VeaAp+ (—1)degaa ANV¢pB

(regle d’anti-dérivation) pour toutes formes «, (I'un de ces deux objets
pouvant aussi étre un courant), ou deg« désigne le degré total de la forme
.
Si 'on pose u := u; + - - - + uys, on observe qu'un moyen de < résumer > le
jeu d’équations (3.2) est
Vu = . (3.3)
Nous allons donc résoudre dans un premier temps Vu = 1 hors de Z¢ de la
maniere suivante.
— On pose -
o > {j ¢
| f1
Clairement d¢(0) = 1 hors de Zy.
— On pose ensuite (formellement en ce qui concerne les trois premieres
égalités)
o o o

_Vfa_éf(a)—ﬁazl—écr

= Z o A (Jo)t = Z (i fiei) A ("‘ﬁ?z%lﬁ_f] Ae;)

0>1 0>1

Un calcul formel simple, lié au fait que V2 = 0 et aux regles d’anti-
commutation, conduit a la vérification de

Vuf =1 (dans X\ Z). (3.4)
On a alors le théoreéme suivant.

Théoréme 3.1 (M. Passare, A. Tsikh, A. Yger [29], 2000, M. Andersson [2],

2004). La forme uf s’étend en un courant

U = (117 g

A=0
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dans la variété analytique compleze X toute entiére?.

Remarque 3.1. On peut aussi définir le courant U¥ alternativement par

2
(U7, ) = lim x(%)uf% ¢ € DVN(X,E),

€—>0+

ou x est une fonction de classe C* de [0, 00] dans R* telle que x(0) = 0 et
x(1) = 1. La preuve de ce résultat repose sur 'utilisation d’une résolution
des singularités (on utilise le théoreme d’Hironaka [19]).

On définit alors le courant résidu RY par
Vi(UF) =1~ RS, (3.5)
On a par un calcul facile
Vi fPu?) = V() A ad + 12V pud = =0(F17) Aul + 1517

et par conséquent

BT = | At | (3.6)
On note
Rf = Z Rf/\ej (elzzeik/\---/\eil)
I={i1nyin }C{1,...;m}
ou

k fie /\ﬁ:1%
. [a 2\ Yo S
Rf = |21 >A;( e e LZO-

On a en particulier
3 2\ *
Ry = [0UFPY A 18]

ou i

m Wy /\R;le dw,

T
désigne le noyau de Bochner-Martinelli. C’est sous cette forme que le courant
RY a été introduit pour la premiere fois dans [29].

2. Tl faut comprendre ici que I’on considére une application holomorphe de {Re A >> 1}
dans l'espace des courants sur X, application dont on suit le prolongement analytique
jusqu’a la valeur A = 0, ce prolongement analytique se trouvant de fait étre holomorphe
dans un demi-plan {Re A > —n} pour un certain n > 0.
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Exemple 3.2. Dans lecas m =1, on auf =e;/f et U = (1/f)e; on 1/f
est la distribution valeur principale introduite précédemment (voir (2.1)). On
a donc R =9(1/f) Ney.

Cette construction continue a fonctionner dans le contexte suivant :

— La variété ambiante X est une variété analytique complexe (on s’est
de fait déja placé dans ce cadre) :

— Le fibré E — X est un fibré holomorphe de rang m quelconque que
'on suppose équipé d’une métrique hermitienne | |.

— f : X — E* est une section holomorphe globale du fibré E*.

— o0 = oy est une section de E telle que d¢(0) = 1 hors de Z¢, que 'on
choisit de norme minimale (o7 = £*/|f[*).

On étendra ultérieurement cette construction en considérant a la place du
complexe de Koszul un complexe de fibrés génériquement localement exact.
C’est présisément cette exactitude que nous exploiterons.

Voici quelques propriétés de ces courants.

1. Comme U =1 hors de Z £, le support de R est inclus dans I’ensemble
{fi=-=fn=0}[29].

2. Le courant Rf se scinde en

Rf = R{ T+t Rrjrelin(m,N)

ot RY est un (0, k)-courant & valeurs dans le fibrée A" E pour tout
k entre 1 et min(m, N). Ces courants (comme d’ailleurs les courants
résiduels introduits dans le cadre des intersections complétes) sont dits
pseudo-méromorphes suivant une terminologie introduite par M. An-
dersson et E. Wulcan en 2010 [4]; ce sont essentiellement des images
directes de courants de la forme ( AV 9(1/27)) A w ol les 2% sont
des monomes en position d’intersection compléte et w une (0, ¢) forme
lisse. Pour un tel courant semi-méromorphe, nous disposons du principe
de dimension suivant : < si « est un courant semi-méromorphe de bi-
degré (x,p) supporté par un sous-ensemble analytique de codimension
strictement supérieure a p, alors o = 0 >. Suivant ce principe, on peut

affirmer que
min(m,N)

Rf = > R}

k=codim{ f1=--=fm=0}
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3. On dispose de la généralisation suivante de la formule de Lelong-
Poincaré, sous la forme suivante

“RAAf" = Z RI Ndfy A+ Ndfy, = (2]

I={i1,..sip}

ou [Z] est un cycle généralisé [6]. Les multiplicités intervenant comme
nombres de Lelong locaux sont les nombres de Segre locaux de I'idéal

(f).

4. On dispose avec ce courant R d’une réalisation de la dualité au sens
suivant [2] : < si ¢ € O(X) vérifie p - Rf = 0 au sens des courants,
alors ¢ appartient a l'idéal (Zf)oc >. En effet, on a

Vilo U = ViU + Vi) NUT = o V(UT) =p—p-RT =
car Vo = d¢(p) — dp = 0 — 0 du fait que ¢ est holomorphe. Si de
plus I'on peut résoudre globalement de 0 au fil de la méthode décrite
précédemment, alors, on peut, sous 'hypothese ¢ - Rf = 0 au sens des
courants, trouver explicitement ¢ € O(X, E) avec d7(¢)) = ¢, ¢est-a-
dire réaliser effectivement I’appartenance de ¢ a l'idéal (f) dans O(X).

5. 8i p € O(X) vérifie ol /If]F localement bornée sur X, ce qui signifie

que f € (I?)loc, on a R}c = 0 pour tout multi-indice I de {1,...,m} de
longueur au plus k.

6. Dans le cas ot m < n et f définit une intersection complete dans X,

on a m .
RS = (j/\la(z))/\emw--/\el.

On est a ce point en mesure de donner la preuve de I'un des résultats d’ef-
fectivité annoncés dans la section 1.

Preuve du théoréme de Briancon-Skoda (théoréme 1.3). Il suffit de
combiner les points (4) et (5) avec I'expression de RY explicitée au point (2).
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§4. Courants résidus et problemes d’effectivité
globaux : le théoreme de Ein-Lazarsfeld
[14]

§4.1. Quelques préliminaires sur P"(C) et son groupe de
Picard

On rappelle que P*(C) est réalisé géométriquement comme le quotient de
l'ouvert affine C"**\ {(0,...,0)} par la relation d’équivalence de co-linéarité
~. On équipe P"(C) d’une structure de variété analytique complexe de di-
mension n, 'atlas étant défini par les cartes

j :[ZO:~--:zn]:[@:~~~:1:~~~:%]G{[Zoi"'izn]QZj#O}:Uj

Zj
Zj+1 Zj-1
— (J—,...,]— e C".
Zj Zj

Le groupe Pic(P"(C)) des classes d’équivalences de fibrés (holomorphes) en
droites sur P"(C) est isomorphe au groupe des diviseurs de Cartier quotienté
par le sous-groupe des diviseurs de Cartier. Dans le cas particulier de la
variété analytique complexe P"(C), on rappelle que ce groupe est isomorphe
a Z. On notera cet isomorphisme d — O(d).

La classe d’équivalence de fibrés O(—1) est représentée par le fibré tautolo-
gique défini par

L:={([z0::20,&); £ € C(20,..r,2n)}

(ensemblistement). Le cocycle associé a O(—1) est (si 6, désigne le morphisme
de trivialisation de L au dessus de l'ouvert de carte U,)

g i= 0,00, [ €Uy Ui 2
k

Soit en effet
0;: ([2,€ =N (20/ 2, s 1, s 20/ 27) — ([2], A))
la trivialisation de L au dessus de U;; on observe que

ﬁzAkﬁ Vk#j b, VzeUNUy;

Aj
Zj Zk
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par conséquent
z
j

A = Z—'Ak Vi k VzeUnU;
k
ainsl ..
O =000 ([2], \) — <[2], A=\ = gjk/\k>.
%k

L’élément neutre du groupe de Picard est O(1) = (O(—1))*. Pour tout d € Z,
on a O(d) = (O(—d))* et le cocycle attaché a O(d) est

—~

2] € Uy N Uy +— g (2) =

v j, k.

Les sections holomorphes de E ~ O(d) (lorsque d € N) sont les polynomes
homogenes de degré d3. Le fibré O(d) n’a, lui, aucune section globale autre
que la section nulle lorsque d < 0.

§4.2. La mise en place du probleme de division dans le
cadre de P"(C)

Soient E',..., E™ m copies (distinctes) du fibré trivial P"(C
de P*(C) (on note e; le repere [z] — 1 de E;) et L ~ O(d) (

) x C au dessus
d € N*). Soit

E=(L"'"®@EY® -9 (L '®E™).
Soient fi, ..., f, des sections de L, que I'on peut donc toutes assimiler a des

fonctions polynomiales homogenes de méme degré d en les n+ 1 coordonnées
homogenes zy, ..., z, sur P*(C). Ainsi

m

f=Y fie

j=1

est une section globale de E*.

Soit p > d et ¢ une section globale d’un fibré S ~ O(p) ; on peut assimiler ¢
a un polynome homogene de degré p.

3. En effet, si s est une section de O(d), on exprime s au dessus de 'ouvert de carte
U, par s([z]) = 0;([2]) 9;1([2], 1). Chaque fonction < coordonnée > o; est holomorphe par
hypotheses dans U; et I'on a compte tenu de la définition du cocycle (g;x);% de O(d), on
a o; = oy zﬁ/zf dans U; N Uy ; on en déduit le fait que 'on puisse identifier s avec une
fonction polynomiale homogene de degré d.
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Fixons nous ici 'objectif de résoudre (si bien sur cela s’avere possible)
o= af; (4.1)
j=1

ol q1, ..., ¢m sont des polynomes homogenes de degré p—d en zy, ..., 2, en uti-
lisant pour cette résolution les courants de Bochner-Martinelli. Le probleme
(4.1) se ramene a trouver une section g du fibré F ® S telle que

¢ =0s(q) (4.2)

Soit RY le courant résidu associé au complexe de Koszul

m m—1
5 5 5 5 5 s
0—ANE-S NESH - HENE-SHE-DLHE =XxC-5H0.
Si 'on suppose ¢ - Rf = 0 au sens des courants sur P*(C), on trouve
uUu=e- Uf =uy+---+ Umin(m,n4+1)

tel que Vyu = ¢, chaque u;, (kK = 1,...,min(m,n + 1)) étant un courant de
bidegré (0, %k — 1) & valeurs dans A" E.

Si de plus on est capable de résoudre globalement le 0, on pourra & partir de u
calculer en suivant la démarche développée lors de la preuve de la proposition
3.1 une section ¢ de E ® S telle que d7(q) = ¢. Notre probleme d’effectivité
sera ainsi résolu. Il nous faut pour cela résoudre de proche en proche (en
partant de £ = min(m,n) et en diminuant successivement les valeurs de k)
des équations du type

ka = U + (5f(vk+1) (43)

(le second membre est ici un courant de bidegré (0,k — 1) a valeurs dans
So N E).

Il convient donc de rappeler ce que 1’on sait de la cohomologie de Dolbeault
de P*(C).

Théoréme 4.1 (cohomologie de Dolbeault de P*(C)). On a

H(B'(C),0(0) =0« 10 1%"
0 si g=n et (>-—n.
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Il résulte de I'annulation de ces groupes de cohomologie de Dolbeault, en
relation avec la démarche décrite ci-dessus, que :

— lorsque m < n, toutes les équations (4.3) se résolvent ;

— lorsque m > n, il convient pour initier la démarche de savoir résoudre
OVnt1 = Uns1. OF Uy est un (0,n) courant & valeurs dans S@ A" E
qui se présente comme une somme directe de copies de O(p—(n+1)d).
La solubilité n’est possible en général compte tenu du théoreme 4.1
que lorsque

p—(n+1)d>-n<=p>n+1)d—n.

On peut donc énoncer la Proposition suivante.

Proposition 4.1. Soit ¢ € O(p) telle que ¢ - RT =0 et l'une ou Uautre des
deur clauses swivantes est satisfaite :

— soitm <n;

— soit p > (n+1)d —n.
Il eziste alors, si Fj(Xq,...,X,) = f;(1,X1,....,X,) pour j = 1,...,m, des
polynomes Q;, 1 < j <m, dans C[Xy, ..., X,,] tels que

P(1, X1, X)) o= (X, X)) = ) Qi(Xy, 0, X)) Fy(Xa, . Xy)
j=1

avec  max deg(F;Q;) <

<j3<m

§4.3. Preuve du théoréme de Ein-Lazersfeld [14]

Revenons tout d’abord sur la définition des composantes distinguées de
Fulton-MacPherson (ici du faisceau d’idéaux Zy) qui a été déja esquissée
dans la section 1.5.

Soient f = (f1,..., fm) un idéal homogeme de C[Xy, ..., X,,]. Rappelons que
I’on réalise dans un premier temps I’éclatement normalisé

71' :IP’/”(E) — P*(C)

le long du faisceau d’idéaux Z¢. Le morphisme 7 est ici un morphisme propre.

—_—
ci n’est pas une variété analytique complexe, mais seulement un es-
Ici P*(C) n’est t lyt lexe, 1 t
pace analytique normal, au sens suivant : toute fonction définie au voisinage
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V' d’un point singulier de P*(C), holomorphe sur VN (]P’/”@\))reg et localement
bornée sur V', est en MOlomorphe dans V. On peut affirmer en un certain
sens* que le couple (P*(C), 7) réalise < la plus petite » configuration (X, 7)
ol

— X est un espace analytique normal ;

— le morphisme 7 est un morphisme analytique propre;

— le faisceau d’idéaux 7*[Zf] est localement principal sur X.
De plus, 7 réalise ici un biholomorphisme entre P"(C) \ Supp(Opn(c)/Zy) et
]P’/”((C\) \ Supp(@w /7*[Zy]). Alors le faisceau localement principal d’idéaux

—

7*[Z¢] définit un diviseur de Cartier sur 'espace analytique P*(C). Notons
E =" 1Y, le diviseur de Weil que 'on peut attacher a ce diviseur de
Cartier. Les sous-ensembles analytiques Z, := m(Y;) (il y a certainement
énormément de redondance dans cette énumération) sont précisément les
sous-vari€tés distinguées attachées au faisceau d’idéaux Zy au sens de Fulton-
MacPherson.
On admettra ici que 'on dispose des estimations géométriques suivantes [14],
héritées du théoreme géométrique de Bézout :

> nd™™Z deg Z, <d*  (d= max (deg f;)). (4.4)

L

1<j<m

On en retiendra juste la conséquence (affaiblie) suivante :

Vi, v, < dotmE) (4.5)

L’observation suivante sera pour nous importante. Dire que ¢, € (I_f)z
(lorsque z € P*(C)) équivaut a dire que

¥ ) .
u bornée au voisinage de z

|l
el
|7 [£]]

7*[p] s'annule a 'ordre au moins v, sur chaque Y, tel que z € n(Y)) = Z,.

bornée au voisinage de 7 *({z}) <=

~

—~
t.];
D

N~—

4. On dispose en fait d'une propriété d’universalité : toute autre configuration (X,fr)

obéissant aux trois exigences ci-dessous se factorise au travers de (Pm(C), ).
5. On appelle ce diviseur diviseur exceptionnel de I’éclatement normalisé de P"(C) le
long du faisceau d’idéauz Lg.
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On rappelle ici I’énoncé du théoreme de Ein-Lazarsfeld 1.6 [14].

Théoréme. Soient Fi, ..., F,,,®, m + 1 éléments de C[X,..., X,,] tels que
Fy, ..., F,, soient de degrés au plus d et que |®|/|F|" soit localement bornée
au voisinage de Zp. Il existe alors des polynomes Q1, ..., Qm tels que

o = Z Q;Fj, max deg(Q;F;) < max (deg® + pd®>, (n+ 1)d — n).
<j<m
j=1

Démonstration. On choisit
p > max(deg® + pd, (n+1)d —n)
et I'on pose
p il T 0(z) on g(z) = 7T B(z/2)

de maniere a ce que ¢ puisse étre considérée comme une section globale d’un
fibré S >~ O(p). Pour tout j = 1,...,m, on note également f; I'homogénéisé
de F; multiplié par zg_deg £ ; les f; peuvent ainsi étre considérées comme des
sections globales d'un fibré L ~ O(d), comme dans la sous-section 4.2. Au
vu de la proposition 4.1, il suffit pour prouver le théoreme de vérifier que
¢ - R¥ =0 au sens des courants sur la variété P*(C).

On rappelle qu'une condition suffisante pour que ¢ - Rf = 0 au sens des
courants sur la variété P"(C) est que |¢|/|f]" soit localement bornée au voi-
sinage de tout point [z] de P"(C), ou p := max(m,n) (voir la propriété 5 des
courants résidus de type Bochner-Martinelli en fin de la section 3.1).

On sait par hypotheses que dans C* = P*(C) \ {20}, la fonction |®|/|F|" est
localement bornée. En homogénéisant les F; et @, on en déduit que |¢|/|f]"
est localement bornée sur P*(C)\ {zy = 0}, donc que la restriction du courant
¢ - R =0 alouvert P*(C) \ {20 = 0} est nulle.

Soit maintenant [z] un point de I'hyperplan a l'infini H,, = {2y = 0} qui
appartient aussi a {f = 0} et Z, = n(Y,) une composante distinguée de Z¢
a laquelle le point [z] appartient. On distingue ici deux cas.

— Si Z, n’est pas entierement incluse dans H,, = {zy = 0}, i.e rencontre
C", il résulte du fait que |®|/|F|" est localement bornée sur 'ouvert
dense C" que 7*[p] s’annule (d’apres (4.6)) a un ordre au moins égal
a v, le long de Y.
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— Si Z, est entierement incluse dans H,, = {29 = 0}, c’est 2z qui s’annule
sur Z, au voisinage de [z]; par conséquent 7*[z] s’annule identique-
ment sur Y, au voisinage d’une pré-image de [z] appartenant a Y;. On
en déduit que

mle] = 7 |27 6] = w0 o]
s’annule a 'ordre
p— degCD Z /deoo Z ,U,dCOdimZL Z L,

le long de Y, au voisinage d’une pré-image de z appartenant a Y,.

On conclut dans les deux cas ci-dessus que ¢ appartient localement a la
cloture intégrale de (f)* au voisinage de tout point [z] appartenant a la fois
a {f = 0} et a 'hyperplan a Uinfini {2y = 0}. Comme ceci est aussi vrai,
on 'a vu précédemment, au voisinage de tout point de C* N {f = 0}, on en
déduit bien que ¢ - Rf = 0 dans P*(C) tout entier, ce qu'il fallait justement
démontrer. 0

Remarque 4.1 (a propos du résultat de M. Hickel (théoreme 1.4, [17])).
Dans le résultat de M. Hickel, on remplace d°> par son majorant plus grossier
d". La preuve est identique, mais les bornes utilisées pour la majoration des
v, sont alors moins précises.

Remarque 4.2 (a propos du théoreme de Macaulay (théoreme 1.5, [26]). Si
les F; n’ont aucun zéro commun, méme a l'infini, alors R est le courant nul
et 'on retrouve l'estimation p < (n + 1)d — n du théoreme de Macaulay.

84.4. Le théoreme de Max Noether

Dans la méme veine que le résultat de Ein-Lazarsfeld, on peut citer ici un
autre résultat d’effectivité historiquement et conceptuellement important, du
a Max Neether en 1873.

Théoréme 4.2 (théoreme de Max Neether, 1873 [27]). Soient Fi, ..., F,,, ®
n+1 éléments de C[ X1, ..., X,,]. On suppose que F~'(0) (ou F = (F}, ..., F},))
est une sous variété algébrique de dimension 0 (i.e. un sous-ensemble fini)
de C", que F n’a aucun zéro a linfini et que ® appartient a l'idéal (F)°. 11

6. 1l faut et il suffit pour cela que ® appartienne localement a ’idéal engendré par les
Fj au voisinage de tous les points du sous-ensemble fini F~*(0) de C".
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existe alors Q1, ..., Q, dans C[ X1, ..., X,] tels que
o = Z;Qij et max deg(Q;F;) < deg ®.
]:

Démonstration. Au vu de la proposition 4.1, toutes les résolutions du 0
en jeu sont licites (puisque m = n < n ici) et le probleme se ramene
donc & démontrer que ¢ - R = 0 au sens des courants. On note ¢ 1’ho-
mogénisation de degré deg® de @, soit ¢(z, ..., 2,) = 208" ®(2/z). Dans
C", on a codim(F(0)) = codim(C" N £~'(0)) = n. Il est équivalent de
dire que ¢ - Rf = 0 dans C" et de dire que ® appartient localement & (F)
au voisinage de tout point de C" (F}, ..., F,, définissent en effet dans ce cas
une intersection complete dans C" et le courant R coincide & une constante
pres dans C" avec le courant de Coleff-Herrera A_, d(1/F;)). Comme F ne
s’annule pas & l'infini, les zéros de Z; sont tous dans C". Le support de RF
est donc inclus dans C". Le fait que ¢ - Rf = 0 dans C" implique donc que
¢ - Rf =0 dans P"(C). Le résultat est ainsi démontré. O

§4.5. Une version < relative > du théoreme de Ein-
Lazarsfeld

Dans cette sous-section, nous allons formuler une version < relative » du
théoreme de Ein-Lazarsfeld. Cette fois P"(C) sera remplacé par une sous-
variété algébrique réduite” de dimension pure égale & n de CV.

Théoréme 4.3 (M. Andersson, E. Wulcan, 2015 [5]). Soit V' une sous-varété
algébrique de dimension pure de CV, d’adhérence X dans PN (C). Il existe
un entier jy ne dépendant que de V et de son plongement dans CV tel que,
si Fi,y ..., Frp, ® sont m + 1 éléments de C[X, ..., Xy] de degrés au plus d
tels que |®|/| "™ (u := inf(n,m)) soit localement bornée sur V., il existe
Q1, ., Qm € C[Xy, ..., Xn]| tels que

(ID:ZQij sur V
j=1

avec  max deg(Q;F;) < max(deg ® + (u + po) d°= deg X, 5), (4.7)
>jsm

7. Ceci signifie que les multiplicités ne sont pas prises en compte, ou encore que le
faisceau d’idéaux structurel Oy est radical, ¢’est-a-dire que Zy = /Iy si Oy = Ocn /Iy .
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— Dentier positif cy désigne le mazximum des codimensions (dans
Uadhérence V. de V dans PN(C)) des sous-variétés distinguées du
faisceau d'idéavx Ty ® Ly qui sont entierement incluses dans ’hyper-
plan a Uinfini de PN (C) ;

— l’entier B est égal a
g =(d—1)min(m,n + 1) + reg(X)
ou reg(X) désigne la régularité au sens de Castelnuovo de X.

Démonstration. Nous ne donnerons pas ici la preuve de ce théoreme. Disons
simplement que la premiere entrée

deg @ + (p + po) d° deg X

dans la prise de maximum est contrainte, si ¢ désigne I'homogénéisation de P,
par la clause d’annulation ¢-R"*f = 0 d’un certain courant résidu de Bochner-
Martinelli < relatif > (clause assurant si elle est réalisée I'appartenance locale
de ¢ au faisceau d’idéaux Zy @ Zy) tandis que la seconde entrée 3 dans
cette prise de maximum est contrainte par les exigences requises aux fins
des résolutions du O nécessaires pour passer d’une appartenance locale & une
appartenance globale. O

Remarque 4.3. L’entier py ne dépendant que de V' (et de son plongement
dans CV) a été introduit dans le cadre local par M. Hochster et C. Huneke
20] (1990), d’ott la terminologie. La version locale du théoreme 4.3, sans les
estimations quantitatives, est due a C. Huneke ([21], 1992).
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